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 مقدمه -1

بس ساختار  بنابرا  یاساده  اریدرختان  مسائل    ی اریبس  نی دارند،  از 

بس  ینظر که  م  اریدر گراف  درختان    یبرا  توانندی دشوار هستند، 

  ی محاسبه برا  ازنظرکه    یتمی الگور   سؤالاتو حل شود، و    یبررس

  ی اکارآمد ساده  یهاحل سخت هستند، اغلب راه   یعموم  یهاگراف 

وجود دارد   زین   یسخت  اری، مسائل بسحالدرعیندرختان دارند.    یبرا

م  طور خاصبه که   مربوط  درختان  حدس    مثالعنوانبه   شود،یبه 

به   توانی را م  k_(2n-1)که گراف کامل    کندیم  انیکه ب  نگل،ی ر

n-1 مرتبه  شدهدادهاز درخت  یکپnه ی مجزا، تجز-ال ی صورت ، به  

ا برا  راًیاخ  حدس،  نی کرد.  است    تأییدشده  بزرگ  یها  n  یفقط 

[۱0 .] 

کامل باز است،    طوربه که    از مسائل موجود در درختان،  یگری ثال دم

 𝑇درخت    کی است: با شروع از    درخت گراهام  یحدس بازساز

دو    هستند و   𝑇  یهاال ی که رئوس آن    ی)گراف  𝐿(𝑇)  ی گراف خط

 𝑇مربوطه در    یهاالی که    اگر  رأس مجاور هم هستند اگر و فقط

تکرارها و  باشند(   یعنی آن،    یمجاور 

L(T), L(L(T)), L (L(L(T))) بگ  …, نظر  در    . د ی ریرا 

ب  ی بازسازحدس   گراهام،  دنباله   کندی م  انیدرخت  که 

 فردمنحصربه طور  به   …,|T|, |L(T)|, |L(L(T))|مراتب 

م  Tدرخت   مشخص  چکندی را  ا  یادی ز  زی.  مورد  حدس   نی در 

پستین  شدهشناخته م[  4]  ریاخ  شرفت ی.  تعداد    دهد ی نشان  که 

به   𝑛مرتبه    درختان م  فردمنحصربه طور  که   شوند،یمشخص 

))eΩحداقل  log n)
3
هنوز با تعداد درختان مختلف   نی است، اما ا  (2

  ن ی ا  دارد.  یادی فاصله ز  کنند،ی رشد م  𝑛با    یتصاعد  صورتبه که  

را نشان    یجالب  انواع مسائل  هامثال دارند،  با درختان سروکار  که 

همچن و  م  نیداده  و   دهندی نشان  ساده  ظاهراً  فقط  درختان  که 

درختان   یاساس  ی بردهااز کار  یهستند. در ادامه به برخ  درکقابل

 [3] می پردازی مختلف م هایگرایشدر 

 درختان فراگیر – 2
که درخت    است  G  ریفراگ  زیر گراف،  Gگراف    ریدرخت فراگ  کی 

  توان ی مراحتی  به .  ستین  کتای   ر یکه درخت فراگ  دی. توجه کناست  زین

درختان فراگیر    است.  ریدرخت فراگ  یهر گراف همبند، دارادید که  

های مهم در علومی مانند نانو و شیمی است.  ها از بحث و تعداد آن 

توان درخت فراگیر  به روشی که به روش افزایشی معروف است، می

از گراف را   ییهاالی روش    نی در ایک گراف همبند را ساخت.  

ه  مینی گزی برم  یاگونهبه ا  یدور   چیکه  نشود.  را    نی ساخته  روند 

رئوس گراف    همه  هاالی   نی ا  لهیوسبه  ییتا گراف القا  میدهی ادامه م

دور   هر  که به روش کاهشی مشهور است،  ی درروش را شامل شود. 

 ن ی ا  .میکنی آن را حذف م یهاال ی از   یکی و کرده گراف را انتخاب 

مساله    نماند.  یدر گراف باق  ی دور  چیتا ه  میدهی روند را ادامه م

مطرح و سال    ۱980به مساله کرتراند معروف است )مشهوری که  

گراف همبند یک    Gکه اگر    کندی مبه آن پاسخ داده شد( بیان    ۱986

 > p < rو  برگ باشد    qو    p با  ریفراگ  یهاساده که شامل درخت 

q  آنگاه  G  با    یریشامل درخت فراگr    برگ هم است. برای محاسبه

این   همچنین  دارد،  وجود  بازگشتی  رابطه  فراگیر  درختان  تعداد 

می  را  مهم  درخت پارامتر  قضیه  از  استفاده  با  نیز  -توان  ماتریس 

  ی عدد بزرگ  تواندی گراف م  کی  ریتعداد درختان فراگ  محاسبه کرد.

برا دارا   یباشد،  پترسن  گراف  فراگ  ۲000  یمثال  بر    ریدرخت 

مینیمم برای گراف همبند  فراگیر  از درخت  منظور    است.  اردچسب 

آن گراف، مجموع  فراگیر    هایدرختی است که بین درخت   ،داروزن

در مسائلی که هدف  د.  های آن، کمترین مقدار ممکن باشوزن یال

شبکه آن  ایجاد  عضو  دو  هر  بین  ارتباط  ایجاد  برای  که  است  ای 

در این شبکه بین هر  تی درنهاخواهیم ای باید بپردازیم و می هزینه

درخت   باشد،  داشته  وجود  ارتباط  عضو  همان  فراگیر  دو  کمینه 

اس  نی ترنهی هزکم  کشوری  ت.  شبکه  در  کنید  فرض  مثال  برای 

به هر  جاده خواهیم طوری  می از هر شهری  بتوان  که  کنیم  سازی 

.  می رادارشهر دیگری سفر کرد و هزینه ساخت جاده بین هر دو شهر  

بین   یوهوا آب شهر،    دو  تواند تابعی بر اساس فاصلهاین هزینه می

  کردن   پیدا   باشد. برای  … سازی و  ها از شرکت راه دو شهر فاصله آن 

باید درخت    نی ترنهی هزکم  به    م. که بیابی کمینه را  فراگیرراه،  برای 

آوردن   الگوریتم دست  از  مختلفی  آن  الگوریتم    ازجمله های 

 توان استفاده کرد. کراسکال می 
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 درختان در شیمی  –3 
گذاشته است،    ریتأث  یمدت طولان  یبرا  یبانیترک  اتیاضی بر ر  یمیش

آشکار    یازهیکه انگ  ،ییایمیش  باتیشمارش ترک  ،ییمثال ابتدا  کی 

پ کار  به  [۱۱]ا  یپول  شگامانهیدر  اکنون  آنچه  مورد  عنوان روش  در 

 . استاست،  شدهشناخته ایشمارش پول

برجسته   درختان، ا  یانقش    ی برا  ییهامدل   عنوانبه   نهیزم  ن ی در 

  زومر ی ، سه امثالعنوانبه   ( دارند.یرحلقوی)غ  بدون دور  یهامولکول 

درختان   سمیزومورفی ا یهاباکلاس ،که مطابق  𝐶5𝐻12پنتان  یاسکلت

است،   شدهداده نشان    ۱طور که در شکل   مرتبه پنج است، همان 

 وجود دارد. 

 
5(: درختان مرتبه 1شکل )  

داشته   یادی رشد ز  ریاخ  یهادر سال  ییایمیگراف ش  هی نظر  نهیمز

 دی جد  MSCدو کد    توان به مشمول شدنی ل آن می که از دلا  است

نسخه   کرد:    ۲0۲0در  شاخصیی  ایمیش  یهاگراف اشاره   یهاو 

ارائه   نیهمچن)  یکیگراف  یهاشاخص  05C92  یکیگراف از    پس 

هوسو (  شودیم  دهینام  یکی توپولوژ  یهاشاخص  ا،ی شاخص 

( که  یقیا حقی ح و یاعداد صح  صورتبه هستند )معمولاً  ییرهایمتغ

  ن ی است که ا  شدهمشاهده از موارد    یلیهستند. در خ  هاگراف  متناظر

ف  هاشاخص خواص  ش  یکی زیبا  متناظر،    یهامولکول   ییایمیو 

  نر ی نمونه برجسته، شاخص و کی دارند.    یخوب  رتباطو ا  یهماهنگ

همه جفت رئوس    ن یمجموع فواصل ب  عنوانبه گراف است، که    کی 

 . شودی م فی تعر

شماره    عنوانبه   [۱3]مقاله    در  ۱رنی و  ی توسط هر  ۱947در سال    نی ا

  نر ی طور که وشد. همان   یمعرف  نیپاراف  جوشنقطه در ارتباط با    ریمس

  صورت به درختان  یبرا توانیم  آن را شود،ی زمان متوجه م درگذر

  مؤلفه دو   یهاضرب اندازه حاصل  𝑒  الی هر  یمحاسبه کرد: برا  ری ز

س  سپ  د.ی ری، را در نظر بگ𝑒ال  ی آمده از حذف    به وجود  یهمبند

که    د یفهم  توانیم  یراحت. به دی کن  حاصل را جمع  یهاتمام جواب 

                                             
1 Harry Wiener 
2 species 
3 Common ancestor 

 کی در    𝑒  الی که    دهد ی را نشان م  یضرب، تعداد دفعاتحاصل   نی ا

مجموع   نی ا  نی بنابرا  شود،یم  داری پد  دو رأس  نیب  ری( مسنی تر)کوتاه 

  حال درعین  وساده    یژگی و  نی است. ا  نری برابر با شاخص و  درواقع

ه  ی در نظر  هیقض  کی از    هیک مثال اولی   نر،ی شاخص و  دِیو مف  کیش

  ظاهر شد.   یمیمجله ش  کی در    درواقعکه    است  ییایمیگراف ش

وجود دارد، اما   یفعل  ییایمیش  ه گرافی نظر  یبرا  یمختلف  یهاجنبه

ها،  مختلف مرتبط با گراف  یهاشاخص  یهاران کمعمولاً محققان به  

ب و سؤالات حد  یهاشاخص   نیروابط  حداکثر    یمختلف   ای که 

برا  کی حداقل   را  خاص  کی   یشاخص  گراف   یخانواده  ها از 

مند هستند.  علاقه  کنند،ی دا میپ  یسرأ  𝑛، همه درختان  مثالعنوانبه )

انواع  ، مانند  دارندنه یزم  نی در ا  یانقش برجسته   یسنت  طوربهدرختان  

گراف  ش-شبه  یهامختلف  در  که  هستند،   یمیدرخت  مرتبط 

گراف مثالعنوانبه دور    یها،  محدود  تعداد  با    ییدورها  ای با 

مکرر    طوربه   یخاص  ی. ساختارهاضلعیششخاص مانند    یهاطول 

و ستاره   ری، مسمثالعنوانبه. بدون شک،  دهندیرخ م  نهیزم  نی در ا

  ی کیشاخص گراف  کی ل و حداکثر  هستند که حداق  یمعمولاً درختان

صانه است که مکرراً  ی درختان حر  گر،ی . مثال دآورندی م  به دسترا  

  ی . براشودی م  ل یدرجه تحم  یهات ی که محدود  دهدیرخ م  یزمان

 .دینیرا بب [۱۲] از  3.۲.۱و   ۲.6.۲ یهامثال بخش 

 شناسیزیست درختان در  – 4
ز درختان    عنوانبه برجسته    طوربهدرختان    ،یشناسست ی در 

مختلف را    یهاگونه  نیب  یوجود دارند که روابط تکامل  کیلوژنت یف

به برگ درخت است، و ر  ،۲. گونه دهدینشان م )اگر    شهی متناظر 

  متناظر است.   3مسائل جدِمشترک   نی ترج ی راوجود داشته باشد( به  

ر ف  یاضی مسائل  درختان  به  برنامه  ک،یلوژنتیمربوط  با    ی هااغلب 

 .رندیگیم زهیانگ یمحاسبات

  نه یزم  نی که در ا  ی نشان دادن نوع سوالات  ی برا  ی مثال معمول  کی 

. در  شودی ممربوط    4مم ی توافق ماکز  یهاردرخت ی به ز  وجود دارد،

  م،ی ریگی را در نظر م  داربر چسب   یهابا برگ  ینریدرختان با  جا،نی ا

برگ  آن  در  داراکه   هستند  {n…و 3 و 2 و 1}برچسب    یها 

4 Maximum agreement subtrees 
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نماآن   توانی )م  را  درخت    یهاگونه  ندهی ها  کرد(.  تصور  مختلف 

م  ینری با ز  توانی را  برگ   𝑆  رمجموعه ی به  طب  هااز  روش   ی عیبه 

ا  زیر درختی  نی ترکوچک   :رد محدود ک را در برگ   نی که همه  ها 

را سرکوب    دودرجه خود دارد را در نظر گرفته، سپس، تمام رئوس  

افزودن    دودرجه )حذف رأس    کندیم   ه ی دو همسا  نیب  الی   کی و 

 آورد.  به دست دی جد ینری درخت با کی آن( تا 

  ی رو   را  T2و   T1شدهی گذاربرچسب   یهابا برگ   nدو درخت مرتبه  

گو   { ,… ,3 ,2 ,1}از    Sرمجموعه  ی ز اگر ییموافق  م، 

به    یهات ی محدود )  کسانی   𝑆مربوط  وجود   یبرچسب  یعنی باشد 

، دو درخت در  مثالعنوانبه (.  کندی را حفظ م  سمیزومورفی دارد که ا

  موافق هستند. حداکثر اندازه   {6 ,5 ,3 ,1} جموعهم  یرو  ۲شکل  

درختان  𝑆مجموعه   هستند،  یرو  𝑇2و  𝑇1که  موافق  با    آن 

MST(T1,T2)  نی تری به طولان  هیشب  ت یکم  نی . اشودی نشان داده م 

رشته  ی ز دو  مشترک  هم  است.  گشتی جا   ای ردنباله  اواخر،    نیتا 

 تواند ی چقدر م  ST(T1,T2)ت  یمکن  ی ا  هکباز بود    سؤال  یکاین

، با [7] خود    رین در مقاله اخکی باشد. مار  تعداد برگ کوچک  ازنظر

log√مرتبه ه از  ک  یقبل  نییبهبود کران پا 𝑛    ثابت کرد که [8]بود ،  

Θ(logاز مرتبه   ممینیم 𝑛) است . 

 
و  3و  5و  6به همراه تحدیدشان } T2و  T1(: دو درخت 2شکل )

1} 

زیر    کی اندازه متوسط    یمرتبه بزرگ  ،یجفت درختان تصادف  یبرا

ما  درخت ن  مم،ی زکتوافق  مشخص    ی بالا  یهاران ک.  ستیهنوز 

𝑂(√𝑛)  ف  یبرا استاندارد  مدل  دو  مدل    یعنی   ک،یلوژنتیهر 

مدل    کنواختی  سو  نگی هارد  ولی و  از  است.   گر،ی د  یبرقرار 

 یهاران ک  [۱]  وانت یسنت جان، و سال  ل،یهو، لانگ، است  ن،ی برنشتا

( را نگی هارد-ولی ) Ω(n0.344)  ( وکنواختی )مدل  Ω(n1/8)  نییپا

به    کی نزد  یکه توان واقع  دهدینشان م  هایسازهیشب  ارائه کردند.

بب  [۲]   است،  1/2 برادینیرا  تصادف  ی .  با  هم   یدرختان  )اما  شکل 

اندازه   بیکه ترت است شدهدادهنشان  راًیاخمتفاوت(،  یهابرچسب 

 .[9]است  Θ(√n)مورد انتظار  

 درختان در علوم کامپیوتر – 5
مف  کی   عنوانبهدرختان   داده  آن  دیساختار  اساس  و   را  هستند 

 ۲.3  بخش مثال  یبرا دهند،ی م لیتشک هاتم ی از الگور یاریبس

بب  [6]  از را    یسلسله مراتب  یها، درختان، داده مثالعنوانبه   .دینیرا 

م  کنندی م  رهیذخ آن   توانی و  برااز  مرتب   یها  و   یسازجستجو 

از    ی معمول  یانمونه  ،ییدودو  یجستجو  یهااستفاده کرد. درخت 

درخت  کی  داده  و همچن  یساختار  الگور  نیهستند  معروف    تمی به 

 مرتبط هستند.  عی سر یسازمرتب 

برچسب   ییدودو  یدر جستجو ها در شاخه سمتِ چپِ  درخت، 

  شه ی در شاخه سمتِ راستِ ر  هابرچسب از    ترکوچک همه    شه،ی ر

هم مورد    نیهستند.  در  بق  گری د  دوشاخهامر  رئوس صدق    هیدر 

 را ببینید.   3شکل  .کندیم
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 (: درخت جستجوی باینری 3شکل )

حالت و    نی بدتر  لیوتحلهی تجز  نهیدرزم  یمدت طولان  یدرختان برا

متوسط مثال    ی برا  ؛اندقرارگرفته   موردمطالعه  هاتم ی الگور  حالت 

بب  [۱۲]مرجع    6فصل   پارامترهادینیرا  )ب  یی.  ارتفاع    ن ی شتریمانند 

در   هاتمی الگور  نی عملکرد ا  یبرا  ییارهایتا برگ( مع  شهی فاصله ر

شمارش   نهیزم  نی ا مسائل  درخت   یهستند.  به  و مربوط  ها 

 یدرختان تصادف  یهایژگی و  نیدرخت و همچن-شبه  یساختارها

متوسط    یزمان  خصوصبه است،    موردتوجهاغلب   عملکرد  که 

درخت    دیتول  یبرا  یمختلف  یها در نظر گرفته شود. راه  هاتمی الگور

مدل خاص   به اغلب بسته    ،یوجود دارد، و خواص ساختار  یتصادف

 نی ترو راحت   نی ترساده  دی ، متفاوت است. شاشدهاستفاده  یتصادف

برا  که در    یکنواختی   یهامدل   ،یدرخت تصادف  دیتول  یراه  باشد 
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  رأس   n  یدرختان داراهمه    ن یاز ب  یتصادف  طوربهدرخت    کی آن  

 . شودیانتخاب م

با    دیتول  ی برا  ک یروش کلاس  کی    ،یتصادف  ند ی فرآ  کی درختان 

  نوع   کی و    شه ی ر  کی درختان با    نی واتسون است: ا-درختان گالتون

م  عی توز مرحله  کنندی فرزندان، شروع  در   .-k  از  ام رئوس  تمام   ،

 . کندی م دیفرزندان را تول  ع،ی مستقل بر اساس توز طوربه kنسل  

 ییهامدل   ،یتصادف  کنواختی واتسون و درختان  -درختان گالتون 

معمول درختان  آن  در  که  ارتفاع  nمرتبه    یدارا  یهستند  از   یو 

 هستند.  n√مرتبه

تول  یدرختان  گری د  یهامدل  آن   کنندیم  دیرا  ارتفاع  معمولاً  که  ها 

مرتبه از  مثال   یتمی لگار  فقط  جستجو  شامل  هااست:    ی درختان 

 نگی هارد- ولی معادل مدل  درواقع هاآن  ی)که مدل احتمال ییدودو

  ک ی که با  ییجا ،یاست( و درختان بازگشت کیلوژنتیدر ف ذکرشده

ها  راس   n-1از    ی کی رأس به    ن یام  n-و    شودی مرأس تنها شروع  

  ی اریاز بس  یکی ارتفاع، تنها    متصل است.  یتصادف  کنواختی   طوربه

از انواع مختلف    یاریبس  یدرختان است که برا  یاز خواص ساختار

تصادف نتا  قرارگرفته  موردمطالعه   یدرختان    ق، یدق  اریبس  جی است. 

در دسترس   [4]اغلب در    ع،ی بلکه در توز  ،یبزرگ  تنها در اندازهنه

 هستند. 

 درخت تصمیم  – 6
تصم پشت  کی   میدرخت  از    میتصم  یبانیابزار  که  مدل    کی است 

 جی نتا  ازجمله ،  هاآن   یاحتمال  یامدها یو پ  ماتیاز تصم  درخت مانند

  ی یکاین .  کندی منابع و ابزار استفاده م  یهانه ی هز  ،یشانس  یدادهای رو

است که فقط شامل دستورات کنترل    یتمی الگور  شی نما  یهااز راه 

 ژهی وبه   ات،یعمل  قیتحق  معمولاً در  میمتص  یهااست. درخت   یشرط

که    ییهایاستراتژ  ییکمک به شناسا  یبرا  ،یریگم یتصم  لیدر تحل

  ن یاما همچن  شوند،یاستفاده م  رسند،ی هدف م   کی به    ادی زاحتمال به

 هستند.  نیماش یریادگی محبوب در   یابزار

ساختار فلوچارت مانند است که در آن هر گره    کی   میتصم  درخت

رو  کی   یداخل بر  را  م  یژگی و  کی   ی »آزمون«    دهد ی نشان 

پشت(. هر   ای  دی آی م سکه به سمت رو  کی  ای آ کهن ی ا مثالعنوانبه )

  ک ی دهنده  است، و هر برگ نشان  شی آزما  جهینت  دهندهنشانشاخه  

 یبندطبقه  نیقوان  دهندهنشانتا برگ    شهی ر  یرهایمس  است.  یژگی و

  ر یو نمودار تأث  میدرختِ تصم  کی   م،یتصم  لیوتحلهی تجزهستند. در  

  ی لیو تحل  یبصر  میتصم  یبانیابزار پشت  کی عنوان  مرتبط، به  کی نزد

م مقاد  ییجا  شود،یاستفاده  )  ری که  انتظار  مورد    تیمطلوب  ای مورد 

 . شودیمحاسبه م بیرق یهانی گزی انتظار( جا

توان برای تعریف ساده الگوریتم درخت تصمیم در یک جمله می 

که    صورتن ی بد.  است  یسوال  ۲0  یباز  هیشب  تمی الگور  نی ا  گفت،

  ی هاکه گره   شودی گراف درخت رسم م  کی در طول حل مساله،  

را   یبندطبقه یبرگ آن خروج یهاها هستند و گره آن سوال یانیم

م که    کی .  کنندی مشخص  را  ساده  درخت    تمی الگور  کی گراف 

 . شودمی  یبررس دهدی را نشان م میتصم

 

 یریگجهینت –7

  ی اختارهاساست که نشان دهد درختان و    نی مقاله کوتاه ا  نی هدف ا

و چه    شوندیظاهر م  یها و موضوعات متفاوتدر چه متن   یدرخت

  موردتوجه مختلف    یهانهیدرختان در زم  رامونیپ  یاضی سؤالات ر

 است. 
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Abstract 
 

Article Information 

 

Trees are one of the most basic classes in graphs. They not only play 

a key role in the theory of graphs and combinatorics, but also in 

many other fields of mathematics, as well as in other sciences such 

as biology, chemistry, and computer science. In this article, we 

review the applications of trees in chemistry, biology, and 

computers. 
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