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با استفاده از روش وو یفاز یاحل دستگاه معادلات چندجمله  

 مقدمه -۱

های فازی رویکردی متفاوت نسبت به مفهوم سنتی دستگاه

دهند که ریشه در فلسفه یونان ها ارائه میعضویت در مجموعه

ای فازی در طیف های چندجملهدستگاه، حالبااینباستان دارد. 

[. ۲۱اند ]ای از مسائل در علوم، مهندسی و اقتصاد ظاهر شدهگسترده

یاری از کاربردهای مالی های فازی در بسدستگاهعلاوه بر این، 

 هایدستگاه[. به همین دلیل، پرداختن به ۰۱اهمیت زیادی دارند ]

های مختلف ایجاد کرده فازی چالشی برای پژوهشگران در حوزه

های فازی پیشنهاد شده دستگاههای متعددی برای حل است. روش

است که حل معادلات خطی فازی اولین تلاش عمده در این زمینه 

[ نویسندگان از روش نیوتن ۰۰, ۲, ۰قالات ]. در م] ۱ [ستبوده ا

اند. تکراری برای حل معادلات فازی استفاده کرده یهاروشو سایر 

[ و ۰۱ریزی غیرخطی ]هایی مبتنی بر برنامهعلاوه بر این، روش

معمول، این  طوربهاند. [ نیز معرفی شده۲۲, ۲۰توابع پارامتری ]

مناسب دارند. یکی دیگر از  اولیهرویکردها نیاز به انتخاب نقطه 

های جوابها، دشواری در یافتن همه های این روشمحدودیت

حل است. و معیارهای تعیین وجود راه زمانهم طوربه دستگاه

 دستگاههای متعددی که در حل مقالات علمی ذکرشده به چالش

، حالبااین] .۰ [اندآید پرداختهزی پیش میای فامعادلات چندجمله

پاسخ مسائل دیگری وجود دارند که همچنان در این آثار بی

 .اندمانده

اولیه هستند که اغلب نقطه نیازمند انتخاب یک  هاروشاین  -۰

 .دشوار است

البته  .تقریبی متعددی ممکن است به دست آید یهاجواب -۲

 هاروش نیباشد ا تاکیجواب  یدارا هیناح کیاگر مسئله در 

 .شد خواهند به آن جواب همگرا ییدر صورت همگرا

 ها یکدستگاههیچ معیار یا روشی برای ارزیابی اینکه آیا  -۱

 .دهند یا خیر وجود نداردحل ارائه میراه

خاص، اطلاعاتی درباره تعداد  دستگاهها برای یک این روش -۰

 .دهندها ارائه نمیحلراه

حل معتبری ندارد، روش چ راههی دستگاهیهنگامی که  -5

 .ای ارائه دهدکنندهانتخابی ممکن است نتایج گمراه

استخراج  زمانهم طوربهتوانند نمی دستگاه یهاجوابتمامی  -6

 .شوند

های های علمی متنوع و چالشهای فازی در زمینهدستگاهظهور 

ما را بر آن داشت تا یک الگوریتم جدید برای حل این  ذکرشده

ها معرفی کنیم. روش پیشنهادی ما مبتنی بر روش وو است، دستگاه

وسط ای که تهای چندجملهدستگاهیک الگوریتم برجسته برای حل 

ابداع شد. این روش  ۰8۱۱تسون در دهه دان چینی وو ونریاضی

از هندسه جبری و جبر محاسباتی به حل  ییهاروشبا ترکیب 

ای ات چندجملهمعادل دستگاههای حلمسئله شناسایی راه

های مختلف الگوریتم وو کاربردهای متعددی در حوزه. پردازدمی

ای و هندسه هایی که شامل معادلات چندجملهویژه در زمینهدارد، به

 :از اندعبارتشوند. برخی از کاربردهای برجسته آن جبری می

 های معادلات دستگاهروش وو برای حل  :های فازیدستگاه

شود و در یافتن به کار گرفته می یای فازچندجمله

ها های فازی و خواص آنهایی که نمایانگر مجموعهحلراه

 .کندهستند، کمک می

 تواند برایها، این الگوریتم میدر کینماتیک ربات :رباتیک 

تعیین پیکربندی بازوهای رباتیک از طریق حل معادلات 

تفاده کنند، اسها را توصیف میای که حرکات آنچندجمله

 .شود

 این روش در وظایف استدلال هندسی  :بینایی کامپیوتری

ها و سطوح کمک ها و روابط بین منحنیمانند یافتن تقاطع

 .کندمی

 های کنترل به الگوریتم وو در طراحی سیستم :نظریه کنترل

ای دینامیک و رود، جایی که معادلات چندجملهکار می

 .دکننهای سیستم را توصیف میمحدودیت

 تواند در حل معادلات این الگوریتم می :رمزنگاری

های رمزنگاری کمک کند و در ای مرتبط با پروتکلچندجمله

 .های امنیتی نقش داشته باشدتحلیل سیستم

 های زیستی، این سازی سیستمر مدلد :اطلاعاتیزیست

ای که تعاملات در های چندجملهروش برای تحلیل مدل

 .شودکنند، استفاده میرا توصیف میمسیرهای بیوشیمیایی 
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با استفاده از روش وو یفاز یاحل دستگاه معادلات چندجمله  

 این الگوریتم در تأیید صحت  :اثبات خودکار قضایا

سازی و حل معادلات های ریاضی از طریق سادهاثبات

 .کندای مرتبط کمک میچندجمله

پذیری الگوریتم وو را در حل مسائل پیچیده این کاربردها انعطاف

 دهند.های نظری و عملی نشان میدر زمینه

ای های معادلات چندجمله[ روشی برای حل سیستم۰۱مقاله ]ر د

که بر پایه روش مقادیر ویژه استوار است. در این  شدفازی پیشنهاد 

تر، از روشی استفاده های پیچیدهروش، به جای استفاده از روش

مستقل از یکدیگر انجام  صورتبهها شود که محاسبه ریشهمی

شود که خطاهای احتمالی در محاسبه شود. این ویژگی باعث میمی

نویسندگان  .های دیگر تأثیر نگذاردیک ریشه، روی محاسبه ریشه

ه های سیستم را ببا استفاده از ابزارهای جبر خطی، محاسبه ریشه

ش کنند. این کار به کاهیافتن مقادیر ویژه یک ماتریس تبدیل می

ای حل بر کند. مقاله همچنین دو نوعپیچیدگی محاسبات کمک می

 ابجوکلی و یک نوع  جوابکند: یک سیستم معادلات معرفی می

که یک روش پارامتری برای نمایش  جواب برش -𝑟دیگر به نام 

روش از یک الگوریتم برای یافتن هر دو نوع در این  .هاستحلراه

های لازم و کافی برای وجود این کند و شرطحل استفاده می

هایی مانند کاهش د. این رویکرد از مزیتدهها را ارائه میحلراه

د، که برزمان محاسبه و استفاده مؤثر از ابزارهای جبر خطی بهره می

 .تر استهای سنتی، کارآمدتر و دقیقدر مقایسه با روش

ها های مشخصه هستند. این مجموعهابزار اصلی روش وو مجموعه 

، وو ۰8۱۱[ معرفی شدند. از سال ۰8بار توسط ریت ]اولین

های در نظریه ریت و روش توجهیقابلهای تسون پیشرفتون

ویژه با حذف شرایط های مشخصه انجام داده است، بهمجموعه

های مؤثر برای تجزیه صفر غیرقابلیت تجزیه و ایجاد الگوریتم

[. همچنین، روش وو ۲5, ۲۰ای عمومی ]های چندجملهسیستم

, ۰۲قضایای هندسی است ]رویکرد بسیار مؤثری در اثبات خودکار 

وو را بهبود بخشیده -[. بسیاری از پژوهشگران روش ریت۲۰, ۲۱

های علمی و اند و این روش با موفقیت در چالشو گسترش داده

هایی برای تسریع [. تلاش۲۱است ] کاررفتهبهمهندسی مختلف 

[ که ۰۰, ۰۰های مشخصه انجام شده است ]محاسبات مجموعه

های مشخصه ساختار مثلثی [ است. مجموعه۰5ها ]جدیدترین آن

ها را از طریق جانشینی پیشرو دارند که تعیین تنوع این مجموعه

 دستگاههای حلکند. هدف ما برقراری ارتباط میان راهساده می

و تنوع یک مجموعه مشخصه است.  ای فازیمعادلات چندجمله

عی برای های واقحلبرای این منظور، ما به دنبال تعیین راه

 :متغیر هستیم n ای باچندجمله معادله s هایدستگاه

(۰) 

{
 
 

 
 
ℎ̃1(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = �̃�1,
⋮
ℎ̃𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = �̃�𝑘 ,
⋮
ℎ̃𝑠(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = �̃�𝑠,

 

,�̃�1در اینجا، همه ضرایب و مقادیر سمت راست �̃�2, ⋯ , �̃�𝑠  اعداد

,𝑥1مجهولات  کهیدرحالفازی هستند،  𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛  اعداد حقیقی

( به یک ۰) دستگاهباشند. مفهوم اصلی روش پیشنهادی تبدیل می

ای معادلات چندجمله دستگاهسیستم قطعی و فرموله کردن یک 

را به کار  ای است. سپس الگوریتم ووچندجمله 2s زمتشکل ا

دهد قطعی را پیدا کنیم، که به ما اجازه می دستگاهبریم تا تنوع می

فازی را شناسایی  یاچندجملهمعادلات  دستگاهی هاحلتمامی راه

  .کنیم

های دستگاه حل[ از روش وو برای یافتن راه6نویسندگان مقاله ]

اند. این روش تنها یک ای فازی استفاده کردهمعادلات چندجمله

کند و معیاری برای های فازی معرفی مینوع جواب برای دستگاه

دهد. در مقابل، مقاله ئه نمیبررسی وجود یا عدم وجود جواب ارا

 "برش جواب-𝑟 "و  "جواب"های حل به نامحاضر دو نوع راه

معرفی کرده و شرط لازم و کافی برای وجود و یکتایی هر دو نوع 

ائه تر ارتر و کاملکند. همچنین، الگوریتمی جامعجواب را بیان می

 ها وابهای دستگاه، شامل جوحلشود که امکان یافتن تمام راهمی

𝑟-سازدفراهم می زمانهم طوربهها را برش جواب. 

های اساسی تعریف دومبخش . در زیر است صورتبهساختار مقاله 

 فازی یاچندجملهمعادلات  دستگاه های فازی ونظریه مجموعه

سپس،  .شودالگوریتم وو معرفی میسوم بخش . در شودمرور می

معادلات  دستگاه حلالگوریتم اصلی برای  چهارمبخش در 

روش پیشنهادی با چندین  .شودتوضیح داده می فازی یاچندجمله

شامل  ششمبخش  .شودنشان داده میدر بخش پنجم مثال 

گیری نتیجه هفتمبخش در  درنهایتو  هایی در این زمینه استبحث

 .خواهد شدکوتاهی ارائه 
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با استفاده از روش وو یفاز یاحل دستگاه معادلات چندجمله  

 مقدمات فازی -2
رتبط با نظریه ها و نمادهای اساسی ماین بخش شامل تعریف

 .های فازی استمجموعه
 

عنوان یک مجموعه طور رسمی بهیک عدد فازی به ۰-۲تعریف 

های زیر تعریف با ویژگی ℝدر زمینه مجموعه اعداد حقیقی �̃�فازی

 :شودمی

 :عضویت تابع -۰

𝜇:ℝتابع عضویت  ⟶  :کهطوریوجود دارد، به [0,1]

 𝜇𝐴(𝑥)  میزان عضویت عنصر𝑥  در عدد فازی�̃� را نشان

 .دهدمی

 تابع عضویت𝜇𝐴(𝑥)  پیوسته و برای همه𝑥  غیرمنفی

 .است

 :نرمال بودن -۲

𝑐حداقل یک  ∈ ℝ کهطوریوجود دارد به𝜇𝐴(𝑐) = 1. 

 :تحدب -۱

,𝑥برای هر نقطه  𝑦 ∈ ℝ  و هر𝜆  [0,1]در بازه ،

𝜇𝐴(𝜆𝑥رابطه + (1 − 𝜆)𝑦))≥ 

𝑚𝑖𝑛{𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐴(𝑦)}برقرار است. 

  :حمایت محدود -۰

𝑥}مجموعه  ∈ ℝ: 𝜇𝐴(𝑥) ≥ که حمایت عدد فازی را  {0

عبارت دیگر، دهد، یک بازه محدود است. بهتشکیل می

𝑎که طوریوجود دارند به 𝑏و  𝑎 مقادیر حقیقی  ≥ 𝑥 ≥

𝑏  برای هر𝑥  در حمایت�̃�. 

در میان انواع مختلف اعداد فازی، اعداد فازی مثلثی بیشترین کاربرد 

را دارند. این اعداد به دلیل سادگی و سهولت در استفاده بسیار 

با یک  طورکلیبه �̃�اند. یک عدد فازی مثلثیقرار گرفته موردتوجه

,𝑚) یتاسه 𝛼, 𝛽) شود، که در آنتعریف می𝑚  نمایانگر قله مثلث

دهنده نشان 𝛼 .شودترین مقدار شناخته میوان محتملاست و به عن

رامشخص  �̃�است که کران پایین  𝑚گسترش به سمت چپ مقدار 

است که  𝑚دهنده گسترش به سمت راست مقدار نشان 𝛽 .کندمی

این نمایش، محاسبات مربوط به اعداد  .کندرا تعیین می �̃�کران بالا 

سازی و ای در مدلگستردهتر کرده و کاربردهای فازی را ساده

برای یک عدد فازی  𝜇𝐴تابع عضویت  .کندگیری فراهم میتصمیم

 :شودبه صورت زیر تعریف می �̃�مثلثی  

𝜇𝐴(𝑥) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 
0 𝑥 < 𝑚 − 𝛼

𝑥 −𝑚

𝛼
+ 1 𝑚 − 𝛼 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑚

𝑚 − 𝑥

𝛽
+ 1 𝑚 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑚 + 𝛽

                                                     𝑥 > 𝑚 + 𝛽

 

مذکور خطی است، که محاسباتی مانند جمع و تفریق تابع عضویت 

به صورت  �̃�کند. نمایش پارامتری عدد فازیاعداد فازی را ساده می

 :زیر است

�̃� = [𝐴(𝑟), 𝐴(𝑟)] = [𝑚 + 𝛼(𝑟 − 1),𝑚 + 𝛽(1 − 𝑟)]. 

 

صورت یک جفت به �̃�در نمایش پارامتری، عدد فازی ۲-۲تعریف 

,𝑢(𝑟)]مرتب از توابع  𝑢(𝑟)]  برای𝑟 ∈ شود توصیف می [0,1]

 :کنندکه شرایط زیر را برآورده می

 :ریختیتک -۰

 𝑢(𝑟) یک تابع غیرکاهشی است .

𝑢(𝑟1)دیگرعبارتبه ≤ 𝑢(𝑟2) برای   𝑟1 < 𝑟2 ∈

[0,1]. 

 𝑢(𝑟) یک تابع غیر افزایشی است .

𝑢(𝑟1)دیگرعبارتبه ≥ 𝑢(𝑟2) برای   𝑟1 < 𝑟2 ∈

[0,1]. 

 :کرانداری -۲

  شرایط را داشته باشندتوابع باید این 𝑢(0) ≤

𝑢(0) و𝑢(1) = 𝑢(1).. 

 خوبی تعریف شده دهد که عدد فازی بهاین اطمینان می

 .و دارای پشتیبانی محدودی است

 :پیوستگی -۱

 توابع𝑢(𝑟) و𝑢(𝑟) پیوسته هستند [0,1] در بازه. 

 :نمایش فازی -۰

 مقادیر𝑢(𝑟) و𝑢(𝑟)  برای هر𝑟 ∈ حدود پایین  (0,1]

 .دهندفازی را نشان می و بالای عدد
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با استفاده از روش وو یفاز یاحل دستگاه معادلات چندجمله  

�̃�𝑟طور خاص،به = [𝑢(𝑟), 𝑢(𝑟)]  که درآن�̃�𝑟 = {𝑥 ∈

ℝ: 𝜇𝑢(𝑥) ⩾ 𝑟} دهنده نشان𝑟-با  .ام عدد فازی است برش

های معمولی و ، رابطه بین مجموعههابرش-𝑟استفاده از مفهوم 

 .توان با قضیه زیر توصیف کردهای فازی را میمجموعه

توان به را می �̃�یک مجموعه فازی( تجزیه اصل)[ ۰6] ۱-۲ قضیه

�̃�صورت = ⋃𝑟∈[0,1] 𝑟. �̃�𝑟 نمایش داد که در آن 𝑟. �̃�𝑟  به معنای

  �̃�𝑟برای  برش-𝑟با مجموعه  𝑟ضرب جبری یک اسکالر حاصل

 .است

یک عدد فازی،  یهابرش-𝑟ه های مربوط بباید توجه داشت که بازه

 و اصل تجزیه[ ۰۱] بسته و متراکم هستند. طبق اصل گسترش زاده

تواند برای محاسبه حساب عدد فازی [ می۰6ای ][ حساب بازه۰6]

,�̃�استفاده شود. برای اعداد فازی دلخواه هابرش-𝑟روی �̃�  و یک

 :، موارد زیر برقرار است𝑘عدد حقیقی 

 عدد فازی :برابری�̃� برابر با�̃� است، اگر و تنها اگر 𝑟-

𝑟ها برای تمام آن یهابرش ∈ بر باشند. برا [0,1]

�̃�، دیگرعبارتبه = �̃�  اگر�̃�𝑟 = �̃�𝑟  برای هر𝑟 در باز  

 .باشد [0,1]

 جمع:�̃� + �̃� و  نیز یک عدد فازی است𝑟-آن با  یهابرش

 آید. به دست می �̃�و �̃� یهابرش𝑟-جمع

 ضرب با یک عدد حقیقی: 𝑘�̃� یک عدد فازی است که 𝑟-

به  .𝑘در �̃� یهابرش-𝑟آن با ضرب هر عنصر در یهابرش

 آید. دست می

 تفریق:�̃� − �̃� یک عدد فازی است که 𝑟-آن با  یهابرش

 آیدبه دست می �̃� یهابرش-𝑟 از �̃�  یهابرش-𝑟 تفریق

 

توان بر روی اعداد ای را که میهای اصلیین خواص، عملیاتا

دهند و ها انجام داد، نشان میآن یهابرش-𝑟فازی با استفاده از

های حسابی کلاسیک )مانند جمع، تفریق، عملیاتامکان استفاده از 

 .کنندصورت معین فراهم میضرب( را بر روی مقادیر فازی به

𝑥بردار  یک ۰-۲تعریف  = (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)  به عنوان یک

 اگرشود،( در نظر گرفته می۰)دستگاه حل برای راه

𝑔𝑙(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛) = �̃�𝑙 1 تمام برای ≤ 𝑙 ≤ 𝑠. 

معتبر است که برای  جوابزمانی یک  𝑥ک بردار به بیان ساده، ی

 .، مقدار تابع برابر با مقدار فازی مربوطه باشددستگاههر معادله در 

 مروری بر الگوریتم وو -۳

ای محکم برای کنیم، پایهدر این بخش، چارچوبی که ایجاد می

های مشخصه در حوزه بحث درباره الگوریتم وو و مجموعه

کند. در ادامه، شرایط ترتیب جزئی فراهم میای های چندجملهحلقه

یک میدان پایه با  𝕂 کنیم. فرض کنیدتر ذکر شد را بیان میکه پیش

Ξ مشخصه صفر باشد. عبارت = 𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑛] دهنده حلقه نشان

,𝑥1 متغیر 𝑛 ای باچندجمله … , 𝑥𝑛روی 𝕂  شود است. فرض می

,𝑥1 که متغیرها … , 𝑥𝑛کهطوریبهاند، شده به ترتیب صعودی مرتب 

𝑥𝑖 < 𝑥𝑗 برای هر 𝑖 < 𝑗 .اکنون، اگر  𝑥𝑚  ،انتخاب شود𝑝 ∈ Ξ  را

به  𝑥𝑚  متغیره نسبت بهای تکتوان به صورت یک چندجملهمی

 :شکل زیر نوشت

𝑝 = 𝐼𝑡𝑥𝑚
𝑡 + 𝐼𝑡−1𝑥𝑚

𝑡−1 +⋯+ 𝐼0. 

نشان  deg𝑥𝑚(𝑝)است، که با𝑥𝑚نسبت به 𝑝 درجه 𝑡در معادله بالا، 

است که  𝑥𝑚 بالاترین توان یا نمای 𝑡، دیگرعبارتبهشود. داده می

0شود. همچنین، برای ظاهر می 𝑝 ایدر چندجمله ≤ 𝑖 ≤ 𝑡 

 :داریم

𝐼𝑖 ∈ 𝕂[𝑥1, … , 𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚+1, … , 𝑥𝑛]. 

,𝑙𝑐(𝑝 به صورت 𝑥𝑚نسبت به 𝑝 ضریب اصلی 𝑥𝑚) = 𝐼𝑡  نشان

شود، ظاهر می 𝑝 که در 𝑥 از 𝑐 شود. بیشترین زیرنویسداده می

شود. نمایش داده می𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠(𝑝) و با کند را تعریف می 𝑝 کلاس

 .شودبرای یک مقدار ثابت، کلاس برابر با صفر در نظر گرفته می

,𝑙𝑐(𝑝 و  𝑥𝑐 به ترتیب با 𝑝 متغیر اصلی و مقدار اولیه 𝑥𝑐) نشان داده

گوییم یک می. شوندادگذاری مینم 𝑖𝑛𝑖(𝑝) و 𝑙𝑣(𝑝) شوند و بامی

𝑞 ایچندجمله ∈ Ξ نسبت به 𝑝 شده است، اگرساده 

𝑑𝑒𝑔𝑥𝑐(𝑞) < 𝑑𝑒𝑔𝑥𝑐(𝑝) باشد، که در اینجا 𝑐 = 𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠(𝑝) ≠

𝐹 نسبت به مجموعه 𝑞 ایاست. همچنین، چندجمله 0 ⊂ Ξ 

𝑝 شده است، اگر نسبت به هر عنصرساده ∈ 𝐹 ما  .باشد شدهساده

ها به صورت زیر تعریف ایجزئی روی چندجملهیک ترتیب 

 :کنیممی
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با استفاده از روش وو یفاز یاحل دستگاه معادلات چندجمله  

,𝑝 برای 𝑞 ∈ Ξ، ایچندجمله 𝑞 رتبه بالاتری نسبت به 𝑝  دارد، که

𝑝 به صورت < 𝑞 و شرایط معیارها زشود، اگر یکی انشان داده می 

 :زیر برقرار باشد
 𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠(𝑝) < 𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠(𝑞) . 

 𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠(𝑝) = 𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠(𝑞)  برابر باهر دو 𝑐  هستند و
.𝑑𝑒𝑔𝑥𝑐(𝑝) < 𝑑𝑒𝑔𝑥𝑐(𝑞) 

 

𝑝 معادل هستند، و این را به صورت 𝑞 و 𝑝 گوییم کهما می ∼ 𝑞 

𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠(𝑝)نویسیم، اگر می = 𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠(𝑞) = 𝑐  و 𝑑𝑒𝑔𝑥𝑐(𝑝) =

𝑑𝑒𝑔𝑥𝑐(𝑞)ای ثابت باشند. یک دنباله از ، یا اگر هر دو چندجمله

𝐹 هاایچندجمله = {𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑟}  به نام مجموعه مثلثی نامیده

 شود،می

𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠(𝑝1) اگر < 𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠(𝑝2) < ⋯ < 𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠(𝑝𝑟) باشد یا

𝑟. اگر = 𝑖 برای𝑝𝑖  نسبت به𝑝𝑗 اگر 1 < 𝑗  باشد،  افتهیکاهش

شود. به عنوان یک مجموعه صعودی شناخته می 𝐹 آنگاه مجموعه

م دهیها ادامه میایبر روی چندجملهما به گسترش ترتیب جزئی 

های صعودی برقرار کنیم. فرض تا یک ترتیب جزئی برای مجموعه

𝐹  کنید = {𝑝1, … , 𝑝𝑟}  و𝐺 = {𝑞1, … , 𝑞𝑘} های مجموعه

𝐹 صعودی هستند. ما < 𝐺 کنیم اگر یکی از شرایط را تعریف می

 :زیر برقرار باشد

𝑗 یبرای برخ -۰ ⩽ min{𝑟, 𝑘}داریم ،𝑝𝑖 ∼ 𝑞𝑖برای تمام 

𝑖 < 𝑗در حالیکه ، 𝑝𝑗 < 𝑞𝑗 

۲- 𝑟 > 𝑘 و𝑝𝑖 ∼ 𝑞𝑖  برای هر𝑖 ⩽ 𝑘 

𝐹 های صعودی قابل مقایسه نباشند، این را باوقتی مجموعه ∼ 𝐺 

𝐹 دهیم. اگرنشان می < 𝐺آنگاه ، 𝐹 ای با رتبه به عنوان مجموعه

یک مجموعه  𝐹 هیپاشود. مجموعه در نظر گرفته می 𝐺 تر ازپایین

 𝐹 هایی که ازایبا کمترین رتبه است که از چندجملهصعودی 

اند تشکیل شده است. حالا، ما به بحث در مورد یک انتخاب شده

پردازیم که به های چند متغیره میاینوع جالب از قسمة چندجمله

 .شودگفته می "قسمة کاذب"آن 

باشند  𝛯هایی در ایچندجمله 𝑞و  𝑝فرض کنید ] ۰۲ [۰-۱گزاره 

توان یک معادله باشد. در این صورت می 𝑐برابر با  𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠(𝑝)و 

 :به صورت زیر نوشت

𝐼𝑐
𝑚𝑞 = 𝑠𝑝 + 𝑟 

∋که در آن  Ξ𝑠, 𝑟،𝐼𝑐 = 𝑖𝑛𝑖(𝑝) ،𝑚 ⩾ 𝑟و یا  0 =  𝑟است یا  0

 .است یافتهکاهش 𝑝ای نسبت به چندجمله

هنگام انجام  𝑞مانده باقیبه عنوان شبه 𝑟ای در این گزاره، چندجمله

,𝑝𝑟𝑒𝑚(𝑞شود که با شناخته می 𝑝تقسیم شبه بر  𝑝)  نمایش داده

𝐹شود. برای مجموعه صعودی می = {𝑝1, … , 𝑝𝑟}  و𝑞 ∈ Ξ، 

 :دهدزیر را به دست می ماندهیباقتقسیم شبه متوالی 

(۲) 𝐼1
𝑤1𝐼2

𝑤2⋯𝐼𝑟
𝑤𝑟𝑔 =∑ 𝑠𝑖𝑝𝑖 + 𝑅 

𝐼𝑖که در آن  = 𝑖𝑛𝑖(𝑝𝑖),𝑤𝑖 ⩾ 0 ,𝑠𝑖 ∈ Ξ,  و𝑅  نسبت به𝐹 

ترین مقدار ممکن به کوچک 𝑤𝑖یافته است. هنگامی که هر کاهش

,𝑝𝑟𝑒𝑚(𝑞به صورت یکتا تعیین شده و با  𝑅 انتخاب شود 𝐹)  

𝐺برای یک زیرمجموعه متناهی  .شودنمایش داده می ⊂ Ξ تعریف ،

 :کنیممی

𝑝𝑟𝑒𝑚(𝐺, 𝐹) = {𝑝𝑟𝑒𝑚(𝑞, 𝐹): 𝑞 ∈ 𝐺}. 
 

شود، به تولید می 𝐹که توسط  Ξآل در علاوه بر این، ایده

 .شودبیان می ⟨𝐹⟩صورت

𝐵یک مجموعه مشخصه  ۲-۱تعریف  ⊂ 𝛯  برای یک مجموعه

𝐹ای چندجمله ⊂ 𝛯  غیرتهی به عنوان یک مجموعه صعودی

𝐵که طوریشود، بهتعریف می ⊂ ⟨𝐹⟩ و 𝑝𝑟𝑒𝑚(𝐹, 𝐵) = {0}. 

 باشد. مجموعه Ξای از زیرمجموعه 𝐹فرض کنید 

𝑉(𝐹) = {(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∈ 𝕂
𝑛: ℎ(𝑎1, … , 𝑎𝑛)

= 0, ℎ  برای هر ∈ 𝐹} 

فرض کنید  .است 𝐹ای شده توسط مجموعه چندجملهتعیین تنوع

𝐺 ⊂ Ξ ای باشد، در این صورت تعریف یک مجموعه چندجمله

 :کنیممی

𝑉(𝐹/𝐺) = 𝑉(𝐹)\𝑉(𝐺) 

 .شودگفته می جبریکه به آن تنوع شبه

های مشخصه بیان های کلیدی مجموعهویژگیدر قضیه زیر، 

در  .ودششناخته می گذاری وواند. این قضیه با نام اصل ترتیبشده

گذاری وو یک مفهوم اساسی در هندسه جبری واقع، اصل ترتیب

ای. های چندجملهویژه در زمینه حلقهو جبر محاسباتی است، به

ها، ایچندجملهای از کند که برای هر مجموعهاین اصل بیان می

روی این مجموعه وجود دارد که امکان  گذاری خوبیک ترتیب

این  .دکنصورت سیستماتیک فراهم میها را بهایتقسیم چندجمله
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با استفاده از روش وو یفاز یاحل دستگاه معادلات چندجمله  

ای کاربرد دارد های چندجملهآلطور خاص در کار با ایدهاصل به

ر ها داییافته برای چندجملهو به اثبات وجود یک نمایش کاهش

 .کندای کمک میچندجمله زمینه تقسیم

یک  𝐵فرض کنید  (گذاری وواصل ترتیب) [۲۰] ۱-۱قضیه 

𝐹مجموعه مشخصه برای  ⊂ 𝛯  ،باشد. در این صورت𝑉(𝐹)  که

 :شوداست، به صورت زیر تجزیه می 𝐹های مجموعه جواب

𝑉(𝐹) = 𝑉(𝐵/𝐼𝐵) ∪⋃

𝑏∈𝐵

𝑉(𝐹 ∪ 𝐵 ∪ {𝑖𝑛𝑖(𝑏)}). 

 :در این عبارت

 𝐵/𝐼𝐵 قسمت دهنده خارجنشان𝐵  نسبتبه𝐼𝐵 است. 

 𝐼𝐵 = ∏𝑏∈𝐵 𝑖𝑛𝑖(𝑏)  که در آن𝑖𝑛𝑖(𝑏)  جمله اولیه هر

 .است 𝐵در  𝑏عنصر 

 ⋃𝑏∈𝐵 𝑉(𝐹 ∪ 𝐵 ∪ {𝑖𝑛𝑖(𝑏)}) هایی است که اجتماع تنوع

𝐹به مجموعه  𝐵در  𝑏با افزودن جملات اولیه هر  ∪ 𝐵  تولید

 .شوندمی

هندسه جبری و جبر محاسباتی دارد و  این قضیه نقش کلیدی در

های مشخصه و جملات اولیه ها را بر اساس مجموعهتجزیه تنوع

بندی ساختارمند از این تجزیه، یک تقسیم .دهدها نشان میآن

های مشخصه و جملات بر اساس مجموعه 𝑉(𝐹)مجموعه جواب 

را فراهم  𝐹تر تنوع مرتبط با دهد که امکان تحلیل دقیقاولیه ارائه می

 .کندمی

شده است های کاملاً تعریفای از گاماین الگوریتم شامل مجموعه

ه ها برسیم. این گامها به نتیجه مطلوب میکه با دنبال کردن آن

 :شرح زیر هستند

از  دستگاهبا یک  :هاایچندجمله دستگاه ورود -۰

 .های چندمتغیره شروع کنیدایچندجمله

مجموعه مشخصه برای یک  :ساخت مجموعه مشخصه -۲

ته عمل یافعنوان یک نمایه کاهششناسایی کنید که به دستگاه

 .کندمی

های جبری و محاسبات از دستکاری :حذف متغیرها -۱

فاده مرحله استبهطور مرحلهگیری برای حذف متغیرها بهنتیجه

 .کنید

 دستگاه، دستگاهپس از کاهش  :یافتهحل سیستم کاهش -۰

 های صریحراحتی حل شود و اغلب به حلتواند بهتر میساده

 .دهدها را نشان میشود یا عدم وجود جوابمنجر می

گذاری وو، الگوریتم وو طراحی شده است تا با اتکا به اصل ترتیب

را  𝑉(𝐹)های مشخصه موردنیاز برای محاسبه تمام مجموعه

دن دست آوربهشناسایی کند و یک رویکرد سیستماتیک برای 

 .آوردفراهم می 𝐹های مجموعه جواب

 (WuMethod) [۲۱] ۰-۱الگوریتم 

𝐹یک مجموعه غیرتهی  :ورودی ⊂ Ξ 

 های مشخصه که در آنشامل مجموعه 𝑍یک مجموعه  :خروجی

𝑉(𝐹)  = ⋃𝐵∈𝑍 𝑉(𝐵/𝐼𝐵), 

𝐼𝐵که = ∏𝑏∈𝐵 𝑖𝑛𝑖(𝑏) است. 

 
 :های الگوریتمگام

 :مقداردهی اولیه -۰

𝑍:= =:𝐷 و ∅ {𝐹} 

𝐷 تا زمانی که -۲ ≠ ∅ 

 .انتخاب کنید 𝐷را از  ′𝐹یک عنصر ۲-۰

 :روزرسانی کنیدرا به 𝐷مقدار  ۲-۲

𝐷 ≔ 𝐷{𝐹′} 
 .انتخاب کنید ′𝐹برای 𝐵ک مجموعه مشخصه ی ۲-۱ 

𝐵اگر ۲-۰  ≠ {1}  

 :روزرسانی کنیدرا به 𝑍مقدار  ۲-۰-۰ 

𝑍:= 𝑍 ∪ {𝐵}  
 :روزرسانی کنیدرا به 𝐷مقدار  ۲-۰-۲ 

𝐷:= 𝐷⋃ ∪𝑏∈𝐵 {𝐹
′ ∪ 𝐵 ∪ {𝑖𝑛𝑖(𝑏)|𝑖𝑛𝑖(𝑏) ≠ 1}} 

 

 𝑍بازگشت  -۱

 
را به صورت اجتماع  𝑉(𝐹)توان با استفاده از الگوریتم وو، می

، درنتیجههای مشخصه بیان کرد. جبری مجموعههای شبهتنوع

ها با سهولت نسبی ممکن است، زیرا این مجموعه 𝑉(𝐹)تعیین 

 .سادگی قابل حل هستندبه
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با استفاده از روش وو یفاز یاحل دستگاه معادلات چندجمله  

𝐹برای اعمال الگوریتم وو به  ۵-۳مثال  = {𝑥1𝑥2 + 𝑥1 +

𝑥2, 𝑥1𝑥2
2 + 𝑥1 + 𝑥2}  با ترتیب𝑥2 < 𝑥1 مراحل زیر انجام ،

 :شودمی

:′𝐹مقدار اولیه  -۰ = 𝐹  و𝐷 =  .شودتنظیم می ∅

𝐵مجموعه  -۲ = {𝑥2
3 − 𝑥2

2, 𝑥1𝑥2 + 𝑥1 + 𝑥2}  عنوان به

=:𝑍شود. بنابراین، یک مجموعه مشخصه شناسایی می {𝐵}. 

 :محاسبه جملات اولیه -۱

 𝑖𝑛𝑖(𝑥1𝑥2 + 𝑥1 + 𝑥2) = 𝑥2 + 1 
 𝑖𝑛𝑖(𝑥2

2 − 𝑥2
3) = 1 

 :شودبا توجه به این مقادیر، تنظیم می

.𝐷:= {𝐹′ ∪ {𝑥2 + 1}} 

:′𝐹حال، مقدار  -۰ = {𝑥1𝑥2 + 𝑥1 + 𝑥2, 𝑥1𝑥2
2 + 𝑥1 +

𝑥2, 𝑥2 + 1}. 

شود انتخاب می ′𝐹عنوان مجموعه مشخصه به {1}مجموعه  -5

𝐷 و = ∅. 

𝑍خروجی نهایی  -6 = {{𝑥2
3 − 𝑥2

2, 𝑥1𝑥2 + 𝑥1 + 𝑥2}} 

 .است

 :بنابراین

𝑉(𝐹) = 𝑉({𝑥2
3 − 𝑥2

2, 𝑥1𝑥2 + 𝑥1 + 𝑥2})\𝑉(𝑥2 + 1)

= {(𝑥1 = −
1

2
, 𝑥2 = 1) , (𝑥1

= 0, 𝑥2 = 0)}. 

 .دهندرا تشکیل می 𝑉(𝐹)های این دو نقطه، مجموعه جواب

 الگوریتم اصلی -۰
 یاهچندجملمعادلات دستگاه در این بخش، یک الگوریتم برای حل 

 دستگاهدر ابتدا، ضرایب و سمت راست  .دهیممیارائه  (۰فازی )

دهیم. با اعمال عملیات ( را به صورت پارامتری نمایش می۰)

حسابی روی اعداد فازی و استفاده از مفهوم تساوی بین آنها، شکل 

 .آید( به صورت زیر به دست می۰) دستگاهدقیق 

(۱) 

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 ℎ1,𝑟(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑏1,𝑟 ,

ℎ1,𝑟(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑏1,𝑟 ,

⋮

ℎ𝑘,𝑟(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑏𝑘,𝑟 ,

ℎ𝑘,𝑟(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑏𝑘,𝑟 ,

⋮

ℎ𝑠,𝑟(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑏𝑠,𝑟 ,

ℎ𝑠,𝑟(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑏𝑠,𝑟 ,

 

 

𝑛شامل  + در بازه  𝑟ای است، که در آن چندجمله 2𝑠متغیر و  1

 .دارد و متغیرها متعلق به میدان اعداد حقیقی هستند قرار [0,1]

کنیم،  بندیدسته 𝑟( را بر اساس ۱های )ایاکنون، اگر چندجمله

معادله به صورت زیر به دست  ۲𝑠ای شامل یک دستگاه چندجمله

 :آوریممی

(۰) 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑓1(𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝑟 + 𝑔1(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 0,

⋮

𝑓𝑘(𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝑟 + 𝑔𝑘(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 0,

⋮

𝑓2𝑠(𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝑟 + 𝑔2𝑠(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 0,

 

 

𝑓𝑖که در آن , 𝑔𝑖 ای اعضای حلقه چندجمله𝕂[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]  ،هستند

1برای همه  ≤ 𝑖 ≤ 2𝑠  و𝑟 ∈ حل به دو معیار وجود راه .[0,1]

تم حل برای این سیسشود که بر اساس تعریف راهبخش تقسیم می

 جواب.  برش𝑟 -، جواب و گردد، یعنیتعیین می

 

,𝑥1)بردار  ۱-۴تعریف  𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛)  یک

شود اگر شرایط زیر برقرار ( نامیده می۰) دستگاهجواب برای 

 :باشند

ℎ𝑖,𝑟(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑏𝑖,𝑟 , 

 
ℎ𝑖,𝑟(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑏𝑖,𝑟 , 
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با استفاده از روش وو یفاز یاحل دستگاه معادلات چندجمله  

1برای همه  ≤ 𝑖 ≤ 𝑠  0و ≤ 𝑟 ≤ 1. 
 

 2-۴ فیتعر

,𝑥1)بردار   𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 , 𝑟) = (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 , 𝑟0)    یک𝑟- 

 :شود اگر( نامیده می۰) دستگاهبرای  جواب برش

ℎ𝑖,𝑟0(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑏𝑖,𝑟0 , 

 
ℎ𝑖,𝑟0(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑏𝑖,𝑟0 , 

 

1برای همه  ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 و برای یک𝑟0  0که ≤ 𝑟0 ≤  .است 1
 

(، فرض ۰کنیم. در سیستم )ابتدا، برخی نمادها را معرفی می

𝐹1کنید = {𝑓1, . . . , 𝑓2𝑠, 𝑔1, . . . , 𝑔2𝑠} و𝐹2 = {𝑔𝑖𝑓𝑗 −

𝑔𝑗𝑓𝑖: 1 ≤ 𝑖 ≠ 𝑗 ≤ 2𝑠} همچنین، فرض کنید .𝑍1   و 𝑍2  به

برای  تولیدشدههای  آلایدهمشخصه برای  یهامجموعه ترتیب

 :میدهیمقرار سپس، باشند.  𝐹2و  𝐹1 یهامجموعه

𝐻1 = (𝑉(𝐹1) ∩ ℝ
𝑛). 

𝐽اگر  ⫋ {1, . . . ,2𝑠} میدهیمدلخواه باشد، قرار  ایزیرمجموعه: 
𝑇𝐽 = (𝑉(𝐹2) ∩ 𝑉(𝑓𝑗, 𝑔𝑗: 𝑗 ∈ 𝐽)\𝑉(Π𝑖∉𝐽  𝑓𝑖)) ∩ ℝ

𝑛 
 و

𝐻2
′ = ⋃

𝐽⫋{1,...,2𝑠}

𝑇𝐽 

 و

𝐻2 = {𝑎 ∈ 𝐻2
′ : 0 ≤ −

𝑔𝑖(𝑎)

𝑓𝑖(𝑎)
≤ 1  and   𝑖 ∉ 𝐽}. 

 

( ارائه ۰) دستگاهبرای  جواببا توجه به نمادهای بالا، معیار وجود 

نیز در قضیه زیر  دستگاههای حلشود و مجموعه تمامی راهمی

 .گرددمشخص می

های حقیقی دارد اگر و تنها حل( راه۰) دستگاه ۳-۴ قضیه

𝑍1اگر  ≠ 𝐻1و ∅ ≠ مجموعه تمامی  𝐻1علاوه بر این،. ∅

 .( است۰ای فازی )های دستگاه معادلات چندجملهحلراه

( باشد. ۰ها در سیستم )ایمجموعه چندجمله 𝐹1فرض کنیدبرهان 

ای نیز مجموعه 𝐻1ای غیرتهی باشد، در این صورتمجموعه 𝑍1اگر

برای  جوابعنوان یک به 𝐻1غیرتهی خواهد بود. بنابراین، هر عضو 

شود. طرف دیگر بدیهی است و ( شناخته می۰دستگاه معادلات )

 .شوداثبات قضیه کامل می

در قضیه زیر ارائه شده و تمامی  جواب برش -𝑟اکنون، معیار وجود 

𝑟- شودآن معرفی می یهاجواب برش. 

𝑍2دارد اگر و تنها اگرجواب  برش -𝑟( ۰) دستگاه ۴-۴ قضیه  ≠

𝐻2و ∅ ≠  برش -𝑟مجموعه تمامی  𝐻2علاوه بر این،  .∅

 .( است۰ای فازی )دستگاه معادلات چندجمله یهاجواب

𝑍2فرض کنید برهان  ≠ 𝐻2و ∅ ≠ 𝐻2ازآنجاکه. ∅ ≠ ، فرض .∅

,𝑎1) کنید . . . , 𝑎𝑛) ∈ 𝐻2 .ای سپس، مجموعه𝐽 ⫋ {1, . . . ,2𝑠} 

,𝑎1) کهطوریبهوجود دارد  . . . , 𝑎𝑛) ∈ 𝑇𝐽 . اکنون دو حالت زیر

 :گیریمرا در نظر می

𝐽اگر  -۰ = 𝑟0، آنگاه∅ = −
𝑔1(𝑎1,...,𝑎𝑛)

𝑓1(𝑎1,...,𝑎𝑛)
و داریم  

(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ∈ 𝑉(𝑓1𝑔𝑖 − 𝑓𝑖𝑔1) ،بنابراین 
𝑔1(𝑎1,...,𝑎𝑛)

𝑓1(𝑎1,...,𝑎𝑛)
=

𝑔𝑖(𝑎1,...,𝑎𝑛)

𝑓𝑖(𝑎1,...,𝑎𝑛)
 دهدکه این نتیجه می 

𝑓𝑖(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)𝑟0 + 𝑔𝑖(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = رو، از این. 0

(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 , 𝑟0)  یک𝑟- ( ۰) دستگاهبرای  جواب برش

 .است

𝐽اگر  -۲ ≠ 𝑟0آنگاه مقدار ،∅ = −
𝑔𝑗(𝑎1,...,𝑎𝑛)

𝑓𝑗(𝑎1,...,𝑎𝑛)
را برای مقداری  

𝑗از  ∉ 𝐽 کنیم. برای هر انتخاب می𝑘 ∉ 𝐽 داریم ، 

(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ∈ 𝑉(𝑓𝑘𝑔𝑗 − 𝑓𝑗𝑔𝑘) و بنابراین 
𝑔𝑘(𝑎1,...,𝑎𝑛)

𝑓𝑘(𝑎1,...,𝑎𝑛)
=

𝑔𝑗(𝑎1,...,𝑎𝑛)

𝑓𝑗(𝑎1,...,𝑎𝑛)
 دهدکه این نتیجه می  

𝑓𝑘(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)𝑟0 + 𝑔𝑘(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = از طرف . 0

,𝑎1)دیگر،  . . . , 𝑎𝑛) ∈ 𝑉(𝑓𝑗 , 𝑔𝑗: 𝑗 ∈ 𝐽)   معناست به این

,𝑓𝑚(𝑎1 که . . . , 𝑎𝑛)𝑟0 + 𝑔𝑚(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) =  هر برای 0

𝑚 ∈ 𝐽 . ،بنابراین(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 , 𝑟0)  یک𝑟- جواب  برش

 .( است۰برای سیستم )

عکس این مطلب بدیهی است. اثبات بخش دوم از فرایند اثبات 

 .شودوضوح نتیجه میبخش اول به

ها ای، از الگوریتم وو برای یافتن تنوع مجموعه چندجملهازآنپس

,ℝ[𝑟( در ۱از معادله ) 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛] کنیم. برای استفاده می

هر عنصر از این تنوع یک جواب برای  [0,1]در بازه  𝑟مقادیر 

دهد. بر اساس این تحلیل، روش یافتن فازی را تشکیل می دستگاه

های معادلات دستگاهرای ب هاجواب برش𝑟 -و ها جواب

 .شودای فازی در الگوریتم زیر بیان میچندجمله
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با استفاده از روش وو یفاز یاحل دستگاه معادلات چندجمله  

 )الگوریتم اصلی( ۵-۴الگوریتم 

 ای فازیمعادلات چندجمله دستگاه، یک 𝐹 :ورودی

 𝐹برای هاجواب برش -𝑟و تمام های جواب تمام :خروجی

:𝑆1ابتدا: = :𝑆2و ∅ = ∅ 

 .را محاسبه کنید 𝐹1فرم پارامتری -۰

را  𝐹1توسط دشدهیتول آلایدهرا برای  𝑍1مشخصهمجموعه  -۲

 محاسبه کنید.

𝑍1اگر -۱  ≠  آنگاه ∅

:𝐻1الف. = 𝑊𝑢𝑀𝑒𝑡ℎ𝑜𝑑(𝑍1). 

:𝑆1.ب. = 𝐻1 

را  𝐹2توسط تولیدشده آلایدهرا برای  𝑍2مجموعه مشخصه -۰

 محاسبه کنید.

𝑍2اگر -5  ≠  آنگاه ∅

:𝐻′1الف. = 𝐸𝑖𝑔𝑀𝑒𝑡ℎ𝑜𝑑(𝑍2). 

𝐽برای  ب  ⫋ {1, . . . ,2𝑠}  میدهیمقرار.𝑇𝐽 = 𝐻′1 ∩

𝑉(𝑓𝑗 , 𝑔𝑗: 𝑗 ∈ 𝐽)\𝑉(Π𝑖∉𝐽  𝑓𝑖) 

𝐻2ج.
′ : = ⋃𝐽⫋{1,...,2𝑠} 𝑇𝐽. 

𝐻2د. = {𝑎 ∈ 𝐻2
′ : 0 ≤ −

𝑔𝑖(𝑎)

𝑓𝑖(𝑎)
≤ 1,    𝑖 ∉ 𝐽}. 

𝐻2ه. اگر ≠ :𝑆2آنگاه ∅ = ⋃𝑗∉𝐽 {(𝛼, −
𝑔𝑗(𝑎1,...,𝑎𝑛)

𝑓𝑗(𝑎1,...,𝑎𝑛)
) ∶ 𝛼 ∈

𝐻2}. 

 های محاسباتیمثال -5
مطالعه موردی محاسباتی برای نمایش در این بخش، چندین 

به  Maple افزاریشود. ما از بسته نرمعملکرد الگوریتم ما ارائه می

. ایمهای مشخصه استفاده کردهرای محاسبه مجموعهب Epsilonنام 

 :ها، از نمادهای زیر استفاده شده استبرای تمام مثال

𝐹ای مجموعه چندجمله = {𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4}  ستگاهدشکل دقیق 

، 5,۱و  5,۲، 5,۰های در مثال .است ای فازیمعادلات چندجمله

𝑥متغیرها به ترتیب  < 𝑦 < 𝑟 جواب الگوریتم وو  .اندمرتب شده

𝑍به صورت  𝐹برای  = [𝑧1, 𝑧2, ⋯ , 𝑧𝑚] اجتماع  .شودبیان می

𝑉(𝑧𝑖\𝐼𝑧𝑖)  برای𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚  به عنوان𝑉 شودشناخته می.  

را با توجه به علامت متغیرها و مقدار  𝐹تنوع   𝑉(𝐹)، درنهایت

𝑟 ∈  .دهدنشان می [0,1]
 

ای معادلات چندجمله دستگاهبیایید توجه خود را به ] ۳ [ ۱-۵مثال 

 :فازی زیر معطوف کنیم

{
(2,1,1)𝑥𝑦 + (3,1,1)𝑥2𝑦2 + (2,1,1)𝑥3𝑦3 = (7,3,3)

(5,1,1)𝑥𝑦 + (2,3,1)𝑥2𝑦2 + (2,2,1)𝑥3𝑦3 = (9,6,3).
 

𝑥اگر  -۱ حالت ⩾ 𝑦و  0 ⩾  :، آنگاه0

{
 
 

 
 𝑓1 = (1 + 𝑟)𝑥𝑦 + (2 + 𝑟)𝑥2𝑦2 + (1 + 𝑟)𝑥3𝑦3 − 3 𝑟 − 4

𝑓2 = (3 − 𝑟)𝑥𝑦 + (4 − 𝑟)𝑥2𝑦2 + (3 − 𝑟)𝑥3𝑦3 + 3 𝑟 − 10

𝑓3 = (4 + 𝑟)𝑥𝑦 + (3 𝑟 − 1)𝑥2𝑦2 + 2 𝑟𝑥3𝑦3 − 6 𝑟 − 3

𝑓4 = (6 − 𝑟)𝑥𝑦 + (3 − 𝑟)𝑥
2𝑦2 + (3 − 𝑟)𝑥3𝑦3 + 3 𝑟 − 12

 

 و
𝑍 = [𝑧1 = {𝑥𝑦 − 1}], 

 

𝑉 = 𝑉(𝑧1/{𝑥}) = {(𝑥 =
1

𝑦
, 𝑦, 𝑟): 0 ≠ 𝑦, 𝑟 ∈ ℝ}, 

 

𝑉(𝐹) = {(𝑥 =
1

𝑦
, 𝑦, 𝑟): 𝑦 ∈ ℝ+, 𝑟 ∈ [0,1]}. 

𝑥اگر  -2 حالت ⩾ 𝑦و  0 ⩽  :آنگاه ،0

{
 
 

 
 𝑓1 = (3 − 𝑟)𝑥𝑦 + (2 + 𝑟)𝑥

2𝑦2 + (3 − 𝑟)𝑥3𝑦3 − 3 𝑟 − 4

𝑓2 = (1 + 𝑟)𝑥𝑦 + (4 − 𝑟)𝑥
2𝑦2 + (1 + 𝑟)𝑥3𝑦3 + 3 𝑟 − 10

𝑓3 = (6 − 𝑟)𝑥𝑦 + (3 𝑟 − 1)𝑥
2𝑦2 + (3 − 𝑟)𝑥3𝑦3 − 6 𝑟 − 3

𝑓4 = (4 + 𝑟)𝑥𝑦 + (3 − 𝑟)𝑥
2𝑦2 + 2 𝑟𝑥3𝑦3 + 3 𝑟 − 12

 

 و

𝑍 = [𝑧1 = {𝑥𝑦 − 1, 𝑟 − 1}], 
 

𝑉 = 𝑉(𝑧1/{𝑥}) = {(𝑥 =
1

𝑦
, 𝑦, 𝑟 = 1): 0 ≠ 𝑦 ∈ ℝ}, 

 
𝑉(𝐹) = ∅. 

ی وجود فاز دستگاهگونه جوابی برای ، در این وضعیت هیچدرنتیجه

 .ندارد

𝑥اگر  -۳ حالت ⩽ 𝑦و  0 ⩾  :آنگاه ,0

ا در است که در حالت قبلی داشتیم. ب دستگاهیسیستم دقیق مشابه 

ی گونه جوابهیچ دستگاهنظر گرفتن علامت متغیرها، در این مورد 

 .ندارد

𝑥اگر  -۴ حالت ⩽ 𝑦و  0 ⩽  :آنگاه ,0

𝑥است که در حالت  دستگاهیدقیق مشابه  دستگاه ⩾ 𝑦و  0 ⩾

 داشتیم. بنابراین، 0

𝑉(𝐹) = {(𝑥 =
1

𝑦
, 𝑦, 𝑟): 𝑦 ∈ ℝ−, 𝑟 ∈ [0,1]}. 
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با استفاده از روش وو یفاز یاحل دستگاه معادلات چندجمله  

ای فازی زیر را در نظر معادلات چندجملهدستگاه ] ۱ [2-۵مثال 

 :بگیرید

{
(2,1,1)𝑥2 + (3,2,2)𝑦2 = (5,3,3)

(2,3,1)𝑥 + (2,1,2)𝑦 = (0,5,2).
 

 

𝑥اگر  -۱ حالت ⩾ 𝑦و  0 ⩾  :، آنگاه0

{
 

 
𝑓1 = (1 + 𝑟)𝑥2 + (1 + 2𝑟)𝑦2 − (2 + 3𝑟) = 0

𝑓2 = (3 − 𝑟)𝑥2 + (5 − 2𝑟)𝑦2 − (8 − 3𝑟) = 0

𝑓3 = (3𝑟 − 1)𝑥 + (1 + 𝑟)𝑦 − (5𝑟 − 5) = 0

𝑓4 = (3 − 𝑟)𝑥 + (4 − 2𝑟)𝑦 − (2 − 2𝑟) = 0

 

 و
𝑍 = [𝑧1 = {𝑥

2 − 1, (𝑥 − 1)𝑦 − 𝑥 + 1, (𝑥 − 1)𝑟 − 𝑥
+ 1}, 𝑧2
= {𝑥 − 1, 𝑦2 − 1, (𝑦 − 2)𝑟 + 𝑦
+ 4}], 

 
𝑉 = 𝑉(𝑧1/{(𝑥 − 1)

2}) ∪ 𝑉(𝑧2/{𝑦 − 2}) 
= {(𝑥 = −1, 𝑦 = 1, 𝑟 = 1), (𝑥 = 1, 𝑦 = 1, 𝑟 = 5), (𝑥

= 1, 𝑦 = −1, 𝑟 = 1)}, 
 

𝑉(𝐹) = ∅. 

 .گونه جوابی نداردفازی هیچ دستگاهبنابراین، در این مورد 

𝑥اگر  -2 حالت ⩾ 𝑦و  0 ⩽  :آنگاه ،0

{
 

 
𝑓1 = (1 + 𝑟)𝑥

2 + (1 + 2𝑟)𝑦2 − (2 + 3𝑟) = 0

𝑓2 = (3 − 𝑟)𝑥2 + (5 − 2𝑟)𝑦2 − (8 − 3𝑟) = 0

𝑓3 = (3𝑟 − 1)𝑥 + (4 − 2𝑟)𝑦 − (5𝑟 − 5) = 0

𝑓4 = (3 − 𝑟)𝑥 + (1 + 𝑟)𝑦 − (2 − 2𝑟) = 0

 

 و
𝑍 = [𝑧1 = {𝑥

3 − 𝑥2 − 𝑥
+ 1, (𝑥 − 1)((17 𝑥 − 83)𝑦 − 83 𝑥
+ 17), (𝑥 − 1)2(𝑟 − 1)}, 

𝑧2 = {𝑥 − 1, 𝑦 + 1}, 𝑧3
= {𝑥2 − 2 𝑥 + 1, (𝑥 − 1)𝑦 + 𝑥
− 1}], 

 

 
𝑉 = 𝑉(𝑧1/{(𝑥 − 1)

3(17 𝑥 − 83)}) ∪ 𝑉(𝑧2)
∪ 𝑉(𝑧3/{𝑥 − 1} 

= {(𝑥 = −1, 𝑦 = 1, 𝑟 = 1)} ∪ {(𝑥 = 1, 𝑦 = −1, 𝑟): 𝑟
∈ ℝ} ∪ ∅ 

= {(𝑥 = −1, 𝑦 = 1, 𝑟 = 1), (𝑥 = 1, 𝑦 = −1, 𝑟): 𝑟
∈ ℝ}. 

 
𝑉(𝐹) = {(𝑥 = 1, 𝑦 = −1, 𝑟): 𝑟 ∈ [0,1]} 

 

𝑥اگر  -۳ حالت ⩽ 𝑦و  0 ⩾  :آنگاه ,0

{
 

 
𝑓1 = (1 + 𝑟)𝑥

2 + (1 + 2𝑟)𝑦2 − (2 + 3𝑟) = 0

𝑓2 = (3 − 𝑟)𝑥2 + (5 − 2𝑟)𝑦2 − (8 − 3𝑟) = 0

𝑓3 = (3 − 𝑟)𝑥 + (1 + 𝑟)𝑦 − (5𝑟 − 5) = 0

𝑓4 = (3𝑟 − 1)𝑥 + (4 − 2𝑟)𝑦 − (2 − 2𝑟) = 0

 

 

 و
𝑍 = [𝑧1 = {(2 𝑥 + 5)(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)

2, (130 𝑥2

+ 221 𝑥 − 71)𝑦 + 40 𝑥3 − 4 𝑥2

+ 19 𝑥 + 225, 
(2 𝑥 + 5)((85𝑥2 + 221 𝑥 − 26)𝑟 − 175 𝑥2 − 221 𝑥

+ 116)}], 
 

 
𝑉 = 𝑉(𝑧1/{(130𝑥

2 + 221𝑥 − 71)(2 𝑥 + 5)(85 𝑥2

+ 221 𝑥 − 26)} 
= {(𝑥 = 1, 𝑦 = −1, 𝑟 = 1), (𝑥 = −1, 𝑦 = 1, 𝑟 = 1)}. 

 
𝑉(𝐹) = {(𝑥 = −1, 𝑦 = 1, 𝑟 = 1)}. 

 

𝑥اگر  -۴ حالت ⩽ 𝑦و  0 ⩽  :آنگاه ,0

{
 

 
𝑓1 = (1 + 𝑟)𝑥2 + (1 + 2𝑟)𝑦2 − (2 + 3𝑟) = 0

𝑓2 = (3 − 𝑟)𝑥2 + (5 − 2𝑟)𝑦2 − (8 − 3𝑟) = 0

𝑓3 = (3 − 𝑟)𝑥 + (4 − 2𝑟)𝑦 − (5𝑟 − 5) = 0

𝑓4 = (3𝑟 − 1)𝑥 + (1 + 𝑟)𝑦 − (2 − 2𝑟) = 0

 

 و
𝑍 = [𝑧1 = {𝑥

2 − 1, (𝑥 + 1)𝑦 + 𝑥 + 1, (𝑥 + 1)𝑟 − 𝑥
− 1},     

𝑧2 = {𝑥 + 1, 𝑦
2 − 1, (𝑦 − 1)𝑟 + 𝑦 − 1}, 𝑧3
= {𝑥 + 1, 𝑦 − 1, 𝑟 − 1}], 

 
𝑉 = 𝑉(𝑧1/{(𝑥 + 1)

2} ∪ 𝑉(𝑧2/{𝑦 − 1}) ∪ 𝑉(𝑧3) 
= {(𝑥 = 1, 𝑦 = −1, 𝑟 = 1), (𝑥 = −1, 𝑦 = −1, 𝑟

= −1), (𝑥 = −1, 𝑦 = 1, 𝑟 = 1)}, 
 
𝑉(𝐹) = ∅. 

 .گونه جوابی نداردفازی در این حالت هیچدستگاه بنابراین، 

 

ای فازی زیر را در نظر معادلات چندجمله دستگاه] ۱ [ ۳-۵مثال 

 :بگیرید

{
(0.25,0.75,0.625) = (0,0.5,0.5)𝑥5 + (0.5,0.5,0.25)𝑦

(1.25,1.25,0.75) = (0.5,1,0.5)𝑥4 + (1.5,0.5,0.5)𝑥𝑦.
 

𝑥اگر  -۱ حالت ⩾ 𝑦و  0 ⩾  :، آنگاه0
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با استفاده از روش وو یفاز یاحل دستگاه معادلات چندجمله  

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑓1 = (−

1

2
+
1

2
 𝑟) 𝑥5 +

1

2
 𝑦𝑟 +

1

2
−
3

4
 𝑟 = 0

𝑓2 = (
1

2
−
1

2
 𝑟) 𝑥5 + (

3

4
−
1

4
 𝑟) 𝑦 −

7

8
+
5

8
 𝑟 = 0

𝑓3 = (−
1

2
+ 𝑟) 𝑥4 + (1 +

1

2
 𝑟) 𝑥𝑦 −

5

4
 𝑟 = 0

𝑓4 = (1 −
1

2
 𝑟) 𝑥4 + (2 −

1

2
 𝑟) 𝑥𝑦 − 2 +

3

4
 𝑟 = 0

 

 و
𝑍 = [𝑧1 = {(2𝑥

3 + 2 𝑥2 + 2 𝑥 + 5)(𝑥 − 1)2, (6 𝑥2

+ 9 𝑥 + 4)(𝑥 − 1)2(−1 + 2 𝑦), 
(3𝑥2 + 11 𝑥 + 19)(𝑥 − 1)2(𝑟 − 1)}, 𝑧2

= {(𝑥 − 1)2, (2 𝑦 − 1)(𝑥 − 1)}, 
𝑧3 = {𝑥 − 1,2 𝑦 − 1}], 

 
𝑉 = 𝑉(𝑧1/{(𝑥 − 1)

4(6 𝑥2 + 9 𝑥 + 4)(3 𝑥2 + 11 𝑥
+ 19)}) ∪ 𝑉(𝑧2/{𝑥 − 1}) ∪ 𝑉(𝑧3) 

= {(𝑥 = 1, 𝑦 =
1

2
, 𝑟): 𝑟 ∈ ℝ}, 

 

𝑉(𝐹) = {(𝑥 = 1, 𝑦 =
1

2
, 𝑟): 𝑟 ∈ [0,1]}. 

 

𝑥اگر  -2 حالت ⩾ 𝑦و  0 ⩽  :آنگاه ،0

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑓1 = (−

1

2
+
1

2
 𝑟) 𝑥5 + (

3

4
−
1

4
 𝑟) 𝑦 +

1

2
−
3

4
 𝑟 = 0

𝑓2 = (
1

2
−
1

2
 𝑟) 𝑥5 +

1

2
 𝑦𝑟 −

7

8
+
5

8
 𝑟 = 0

𝑓3 = (−
1

2
+ 𝑟) 𝑥4 + (2 −

1

2
 𝑟) 𝑥𝑦 −

5

4
 𝑟 = 0

𝑓4 = (1 −
1

2
 𝑟) 𝑥4 + (1 +

1

2
 𝑟) 𝑥𝑦 − 2 +

3

4
 𝑟 = 0

 

 و
𝑍 = [𝑧1 = {(2𝑥

3 + 2 𝑥2 + 2 𝑥 + 5)(𝑥 − 1), (234 𝑥3

− 700 𝑥2 + 399 𝑥 + 85)(2 𝑦 − 1), 
(234𝑥3 − 700𝑥2 + 399 𝑥 + 85)(𝑟 − 1)}], 

 
𝑉 = 𝑉(𝑧1/{(234 𝑥

3 − 700 𝑥2 + 399 𝑥 + 85)2}) 

= {(𝑥 = 1, 𝑦 =
1

2
, 𝑟 = 1), (𝑥 = −1.473157368, 𝑦

=
1

2
, 𝑟 = 1)}, 

 
𝑉(𝐹) = ∅. 

 .گونه جوابی نداردفازی هیچ دستگاه، در این مورد درنتیجه

𝑥اگر  -۳ حالت ⩽ 𝑦و  0 ⩾  :آنگاه ,0

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑓1 = (

1

2
−
1

2
 𝑟) 𝑥5 +

1

2
 𝑦𝑟 +

1

2
−
3

4
 𝑟 = 0

𝑓2 = (−
1

2
+
1

2
 𝑟) 𝑥5 + (

3

4
−
1

4
 𝑟) 𝑦 −

7

8
+
5

8
 𝑟 = 0

𝑓3 = (−
1

2
+ 𝑟) 𝑥4 + (2 −

1

2
 𝑟) 𝑥𝑦 −

5

4
 𝑟 = 0

𝑓4 = (1 −
1

2
 𝑟) 𝑥4 + (1 +

1

2
 𝑟) 𝑥𝑦 − 2 +

3

4
 𝑟 = 0

 

 و
𝑍 = [𝑧1 = {2𝑥

4 + 3𝑥
− 5, (21 𝑥3 − 35 𝑥2 − 35 𝑥
+ 15)(2 𝑦 − 1), 

(117𝑥3 − 350𝑥2 − 70 𝑥 + 235)(𝑟 − 1)}], 
 

𝑉 = 𝑉(𝑧1/{(21 𝑥
3 − 35 𝑥2 − 35 𝑥 + 15)(117𝑥3

− 350𝑥2 − 70𝑥 + 235)}) 

= {(𝑥 = 1, 𝑦 =
1

2
, 𝑟 = 1), (𝑥 = −1.473157368, 𝑦

=
1

2
, 𝑟 = 1)}, 

 

  

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑓1 = (

1

2
−
1

2
 𝑟) 𝑥5 + (

3

4
−
1

4
 𝑟) 𝑦 +

1

2
−
3

4
 𝑟 = 0

𝑓2 = (−
1

2
+
1

2
 𝑟) 𝑥5 +

1

2
 𝑦𝑟 −

7

8
+
5

8
 𝑟 = 0

𝑓3 = (−
1

2
+ 𝑟) 𝑥4 + (1 +

1

2
 𝑟) 𝑥𝑦 −

5

4
 𝑟 = 0

𝑓4 = (1 −
1

2
 𝑟) 𝑥4 + (2 −

1

2
 𝑟) 𝑥𝑦 − 2 +

3

4
 𝑟 = 0

 

𝑥اگر  -۴ حالت ⩽ 𝑦و  0 ⩽  :آنگاه ,0

 

 و
𝑍 = [𝑧1 = {2𝑥

5 + 2 𝑥4 + 3 𝑥2 − 2 𝑥 − 5,     
 (328𝑥4 − 1132𝑥3 − 458𝑥2 + 1020 𝑥)𝑦 − 158 𝑥4

+ 566 𝑥3 + 229 𝑥2 − 501 𝑥 − 15, 
 (11𝑥4 − 3𝑥3 − 8𝑥2 + 3 𝑥 − 3)𝑟 − 11 𝑥4 + 3 𝑥3

+ 8 𝑥2 − 3 𝑥 + 3}, 
𝑧2 = {𝑥

2 − 1, (38 𝑥 − 16)𝑦 + 8 𝑥 − 19, (47 𝑥
+ 74)𝑟 − 101 𝑥 − 20}], 

 
𝑉 = 𝑉(𝑧1/{(328𝑥

4 − 1132𝑥3 − 458𝑥2

+ 1020𝑥)(11𝑥4 − 3𝑥3 − 8𝑥2

+ 3𝑥 − 3)}) ∪ 

𝑉(𝑧2/{(38𝑥 − 16)(47𝑥 + 74)}) 

= {(𝑥 = −1.473157368, 𝑦 =
1

2
, 𝑟 = 1), (𝑥 = 1, 𝑦

=
1

2
, 𝑟 = 1), (𝑥 = −1, 𝑦 = −

1

2
, 𝑟

= −3)}, 
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𝑉(𝐹) = ∅. 

 .فازی وجود ندارد دستگاهرو، در این حالت هیچ جوابی برای ازاین

ای فازی زیر را در نظر معادلات چندجمله دستگاه ۴-۵مثال 

 :بگیرید

{
(1,2,3)𝑥2 + (0,1,1)𝑦2 = (1,2,2)

(2,4,3)𝑥2 + 𝑧2 = (0,2,3).
 

 :داریم سپس،

{
 
 

 
 𝑓1 = (2 𝑟 − 1)𝑥2 + (𝑟 − 1)𝑦2 − 2 𝑟 + 1 = 0

𝑓2 = (4 − 3 𝑟)𝑥2 + (1 − 𝑟)𝑦2 + 2 𝑟 − 3 = 0

𝑓3 = (4 𝑟 − 2)𝑥2 + 𝑧2 − 2 𝑟 + 2 = 0

𝑓4 = (5 − 3 𝑟)𝑥
2 + 𝑧2 + 3 𝑟 − 3 = 0.

 

𝑟متغیرها به ترتیب  < 𝑥 < 𝑦 < 𝑧 اند ومرتب شده 
𝑍 = [𝑧1 = {5𝑟

2 − 6 𝑟 + 1, 𝑥2(𝑟 − 3) + 2,14 𝑦2(𝑟
− 1) − 3 𝑟 + 3,5 𝑧2(𝑟 − 3) − 12 𝑟
− 8}, 

𝑧2 = {𝑟 − 1, 𝑥
2 − 1, 𝑧2 + 2}], 

 
𝑉 = 𝑉(𝑧1/{(𝑟 − 1)(𝑟 − 3)

2}) ∪ 𝑉(𝑧2) = ∅, 
 

𝑉(𝐹) = ∅. 

 .گونه جوابی نداردفازی هیچ دستگاهبنابراین، 

 تفسیر و نتایج -6
های معروف برای حل دستگاه معادلات یکی از روش روش وو

 بندیمثلثای غیرخطی است که از تئوری حذف و چندجمله

های رابطه وتحلیلتجزیهکند. این روش مبتنی بر استفاده می

است.  شده یمثلثهای معادلات ای و استفاده از مجموعهچندجمله

 :شوددر ادامه، مزایا و معایب این روش شرح داده می

 موارد زیر را برشمرد: توانیممزایای روش وو  ازجمله

ای های دقیق جبر چندجملهروش وو از تکنیک :دقت بالا -۰

ه تمام کند ککند و تضمین میها استفاده میبرای یافتن جواب

 .دستگاه پیدا شوند یهاجواب

ای این روش با تبدیل سیستم به مجموعه :سازیقابلیت مثلثی -۲

د، انشده دهیسازمانتر که به صورت مثلثی از معادلات ساده

 .کندفرایند حل را تسهیل می

هایی مناسب برای حل دستگاه :های نمادینکاربرد در سیستم -۱

 .که شامل متغیرهای نمادین هستند و نه فقط مقادیر عددی

های در مقایسه با روش :پایدار در برابر خطاهای عددی -۰

ها به صورت نمادین انجام عددی، چون بیشتر عملیات

 .شوند، این روش خطاهای محاسباتی کمتری داردمی

این  :ای پیچیدههای چندجملهکان استفاده برای سیستمام -5

اد ای پیچیده و با تعدهای چندجملهروش به ویژه برای سیستم

 .بالای معادلات کاربرد دارد

 به موارد زیر اشاره کرد: توانیم معایب روش ووهمچنین از 

های بزرگ برای سیستم خصوصبه :پیچیدگی محاسباتی بالا -۰

بر و نیازمند منابع غیر، محاسبات زمانبا تعداد زیادی مت

 .شودمحاسباتی بالا می

نتایج و کارایی این  :حساسیت به ترتیب معادلات و متغیرها -۲

بندی متغیرها و معادلات بستگی روش ممکن است به ترتیب

 .داشته باشد

اجرای این روش معمولاً به  :افزارهای تخصصینیاز به نرم -۱

ان فته نیاز دارد که برای کاربرابزارهای جبر کامپیوتری پیشر

 .عمومی ممکن است به راحتی در دسترس نباشد

اگرچه برای  :های عددی خاصسازی برای دادهعدم بهینه -۰

های عددی مانند معادلات نمادین مناسب است، اما روش

های عددی های تکراری برای دادهنیوتن یا سایر تکنیک

 .تر عمل کنندممکن است سریع

های روش وو یک روش قوی برای حل دستگاهی، در حالت کل

ای نمادین است که مزیت اصلی آن در دقت بالا و پوشش چندجمله

های بزرگ یا مواردی ، برای دستگاهحالبااینهاست. تمام جواب

های دیگر که سرعت محاسبه اولویت دارد، ممکن است روش

 .تر باشندمناسب

های معادلات خطی و تگاهدسهای عددی متداول که برای الگوریتم

ای نیز چندجمله یهادستگاهاند، برای غیرخطی توسعه داده شده

وارد ها شامل مروش، نقاط ضعف این حالبااینهستند.  استفادهقابل

 :زیر است

ها ها باید در نظر داشت که جواببرای اعمال این روش -۰

ین اها تا زمانی که توانند مثبت یا منفی باشند. این روشمی

 .مسئله حل نشود، کارآمد نخواهند بود

 .ها دشوار استمناسب برای این روشنقطه اولیه انتخاب یک  -۲
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، ددهنهای تقریبی را ارائه میها تنها بخشی از جواباین روش -۱

 نباشد. کتایجواب  یدارا هیناح کیدر  کهدرصورتی

ها فاقد معیارهای دقیق یا قوانین قطعی برای تأیید این روش -۰

 .د جواب هستندوجو

دهند، ها ارائه نمیها اطلاعاتی در مورد تعداد جواباین روش -5

 .دشوکه این امر باعث پیچیدگی و بار محاسباتی زیاد می

ها ممکن ناپذیر هستند، این روشحل هادستگاهزمانی که  -6

 .ای ارائه دهندکنندهاست نتایج گمراه

های دقیق اباستفاده از روش پیشنهادی امکان تعیین تمام جو

 یهاروشای فازی را بدون تکیه بر معادلات چندجمله یهادستگاه

های مقداری فراهم تقریبی، انتخاب نقطه اولیه یا اعمال محدودیت

 کارآمد حل کرده و طوربهرا  دستگاهتوانیم کند. بنابراین، میمی

پیدا کنیم. این روش پیشنهادی،  زمانهمطور ها را بهتمام جواب

را در صورت وجود،  هادستگاههای ممکن مداوم تمام جواب طوربه

کند. علاوه بر این، شرطی لازم و کافی برای وجود و یکتایی پیدا می

ارائه شده  ای فازیمعادلات چندجمله یهادستگاههای جواب

 .کندرا حذف می ذکرشدهتر های پیشاست. این روش محدودیت

 گیرینتیجه -۱
شده از روش وو برای شناسایی این پژوهش الگوریتمی مشتق

ارائه  ای فازیهای معادلات چندجملهدستگاههای تمامی جواب

کند های مثلثی را فراهم میکرده است. این روش امکان حل سیستم

این رویکرد بدون استفاده از . تر استها سادهکه مدیریت آن

های مقداری، به ما یتهای تقریبی و بدون تحمیل محدودروش

طور سیستماتیک پیدا های موجود را بهدهد تمام جوابامکان می

علاوه بر این، شرطی لازم و کافی برای وجود و یکتایی  .کنیم

 کمک هادستگاهارائه شد که به تحلیل جواب برش -𝑟و ها جواب

، این روش گامی مؤثر در جهت حل طورکلیبهکند. شایانی می

ای فازی به شمار های معادلات چندجملهدستگاهع دقیق و جام

های دستگاهنتایج عددی کارایی الگوریتم را در حل  .آیدمی

های ممکن ای فازی و دستیابی به تمامی جوابمعادلات چندجمله

 .کندتأیید می

 هادسترسی به داده

 گونه تضاد منافعیکنند که هیچاعلام می هدر این پژوهش، نویسند

 .در ارتباط با انتشار این مقاله وجود ندارد
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Abstract 
 

Article Information 

In this paper, a method based on Wu's algorithm is introduced for 

determining the real solutions of fuzzy polynomial equation 

systems. First, the r-cuts of a fuzzy polynomial equation system are 

computed, and a parametric representation of the system is derived. 

Then, Wu's algorithm is applied to transform the parametric 

representation of the fuzzy polynomial equation system into a finite 

set of characteristic sets. There is a strong correlation between the 

solutions of these characteristic sets and the solutions of the 

polynomial system. Wu's algorithm effectively transforms 

polynomial systems into triangular systems by generating 

characteristic sets, which simplifies and enhances the efficiency of 

solving them. This method not only clarifies the relationships 

between variables but also improves computational efficiency in 

solving polynomial equations. A significant advantage of the 

proposed approach is that it simultaneously obtains all fuzzy 

solutions to the problem. Finally, various practical computational 

examples are provided to demonstrate the effectiveness of this 

method. 
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