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 پژوهشی مقاله  چکیده

های بندی دادههای پرکاربرد برای یادگیری بازنمایی داده و خوشهیکی از روش (NMF) تجزیه ماتریسی نامنفی

های موجود مبتنی بر فرض یک توزیع نوفه مشخص هستند و در مواجهه با حال، اکثر روشنامنفی است. با این 

شوند. های ناشناخته، ناهمگن یا ترکیبی هستند، با افت عملکرد مواجه میهای واقعی که معمولاً دارای نوفهداده

توزیعی با  استوارنامنفی منظور رفع این محدودیت، در این مقاله چارچوبی جدید با عنوان تجزیه ماتریسی به

شود. هسته اصلی روش پیشنهادی بر پایه یک مدل تجزیه ائه میار (DRNMF-bS)  تصادفیساز گراف دومنظم

از چندین تابع  صورت ترکیبی تطبیقیمحور است که در آن تابع هدف بهتوزیعی نمونه استوارماتریسی نامنفی 

داکثر بر روی ح–سازی حداقلف شده و مسئله در قالب یک بهینههای مختلف نوفه تعریزیان متناظر با توزیع

شود. این چارچوب امکان یادگیری خودکار وزن توابع زیان و در نتیجه بندی میمجموعه ابهام احتمالاتی فرمول

ای ای مختلف را فراهم کرده و موجب افزایش پایداری مدل در برابر طیف گستردهسازگاری پویا با شرایط نوفه

ها، یک برداری مؤثر از ساختار هندسی دادهمنظور بهرهشود. علاوه بر این، بهها میهای نوفه و ترکیب آنز توزیعا

تصادفی به مدل افزوده شده است که از طریق یادگیری ماتریس شباهت، اطلاعات محلی داده ساز گراف دومنظم

راری با سازی حاصل، یک الگوریتم تکی حل مسئله بهینهکند. برازا در فرآیند تجزیه ادغام میصورت درونرا به

روش  ۱۰داده و در مقایسه با مجموعه ۱2ها بر روی تضمین کاهش تابع هدف ارائه شده است. نتایج آزمایش

یم، بندی، مقاومت در برابر نوفه و قابلیت تعمدهد که روش پیشنهادی از نظر دقت خوشهنشان می NMF مبتنی بر

 .دهدهای رقیب ارائه میر و پایدارتر نسبت به روشعملکردی برت
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 یساز گراف دوتصادفبر منظم یمبتن یعیاستوار توز ینامنف یسیماتر هیتجز دیروش جد کی

داده یبندخوشه یبرا  

 مقدمه -۱

بدون نظارت و  یریادگیدر  یاساس فیاز وظا یکی یبندخوشه

 یکاو[ و داده1] نیماش یریادگیدر  یدیکل یهاکیاز تکن یکی

 یهابه خوشه یاداده یهانمونه یبند[. هدف آن گروه2است ]

شباهت  یگروه دارا کیدرون  یهاکه نمونه یاگونهمعنادار است به

 زیتمام گریکدیمختلف از  یهاروهگ نیب یهاباشند و نمونه ییبالا

 ازجملهاز کاربردها  یاگسترده فیدر ط یبند[. خوشه3باشند ]

[ و پردازش 6] کیوانفورماتی[، ب0متون ] لی[، تحل0] نیماش یینایب

 یواقع یها، دادهحالباایناست.  مؤثر[ 0چندحسگره ] یهاداده

 ناهمگن متعدد هستند که یاز نماها یبیرکابعاد بالا و ت یاغلب دارا

 یاهدر حضور نوفه، داده ژهیوپنهان معنادار را به یکشف ساختارها

مداوم  شی[. با افزا0] کندیداده، دشوار م دهیچیپ یهاعیپرت و توز

که هم مؤثر و  یبندخوشه یهابه روش ازیها، نحجم و تنوع داده

 نیا بهاسخ پ یشده است. برا شتریهم استوار در برابر نوفه باشند، ب

 هاآن ازجملهاند که شده شنهادیپ یمتنوع یکردهایها، روچالش

[، 9] نیانگیم-Kمانند  یتکرار کیکلاس یهاتمیبه الگور توانیم

[ و 15] یفیط یبندبر گراف مانند خوشه یمبتن یهاروش

[ اشاره 11] ینامنف یسیماتر هیمانند تجز یسیماتر هیتجز یهاروش

 کرد.

ابزار قدرتمند در  کی عنوانبه[ 13[]12] ینامنف یسیماتر هیتجز

است، که  شدهمطرح[ 10الگو ] ی[ و بازشناس10اطلاعات ] یابیباز

. شودیمو معنادار آن شناخته  یشهود ریتفس تیقابل لیعمدتاً به دل

NMF ه، رتبمک یبه دو عامل نامنف یداده نامنف سیماتر کی هیبا تجز

که نسبت به  دهدیبر اجزا ارائه م یو مبتن دهشونجمع یشینما

 یترشیب ریتفس تیقابل SVD ای PCAمانند  یسنت هیتجز یهاروش

 سیماتر نیبا عناو هیپس از تجز ایجادشده سی[. دو ماتر16دارد ]

 نییبا ابعاد پا یی[. بازنما10] شوندیم دهینام مؤلفه سیو ماتر هیپا

چراکه  ،ندکیمرا فراهم  ریتفس تیبودن، قابل ینامنف یژگیهمراه با و

 نیبا روش ادراک انسان سازگارتر است و ا شدهآموخته ییبازنما

[. 10] است شدهثابت یکیولوژیزیو ف شناختیروانتوسط شواهد 

در کاهش  موردعلاقه کیتکن کیبه  NMF ،هایژگیو نیا واسطهبه

[، 19] یبندخوشه ازجملهاز کاربردها  یاگسترده فیابعاد در ط

[ 22] سیماتر لی[، تکم21] یژگی[، انتخاب و25] وندیپ ینیبشیپ

 یهامیپارادا[ در 23] یفیفراط ریاختلاط در تصاو یو جداساز

[ 20] ینظارت مهی[ و ن20] ی[، خود نظارت21بدون نظارت ] یریادگی

 .شودیدر نظر گرفته م

 یهاتمیو الگور NMF نیب یارتباطات قو نیشیپ مطالعات

 NMFاند که اند و اثبات کردهرا نشان داده کیکلاس یبندخوشه

ت اس یفیط یبندو خوشه نیانگیم-Kمعادل با  یخاص طیتحت شرا

 ازنظر وس،ینرم فروبن اریاستاندارد با مع NMF ژه،یو[. به15]

است، که  نیانگیم-K زبا استفاده ا یبندخوشهمعادل  یاضیر

ظارت بدون ن یریادگیآن در  یعملکرد رقابت یبرا یروشن حیتوض

 NMFاز  یمتعدد یهامطالعات، گونه نی. با الهام از ادهدیارائه م

، مثالانعنوبهاند. شده شنهادیآن پ یبندخوشه تیقابل یارتقا یبرا

NMF [ محدود26متعامد ]تا  کندیتعامد را اعمال م یهاتی

 برجسته شوند و زتریمتما یو اجزا ابدیکاهش  شینما یافزونگ

ها با ساختار خوشه یعیطور طبکند که به جادیا ییهاهینما

 یمبتن هیتجز نیب یارتباط نظر همچنین گونهاینتر باشند. هماهنگ

. کندیم تیها را تقوبر نمونه یمبتن یبندو خوشه NMFبر 

 گرمیتنظبا  NMF[، 20] تخلو NMF مانند – یاضاف یهاتوسعه

با  -[29متعامد ] NMTFمانند  یعاملسه یها[ و مدل20گراف ]

 شیافزا ای نه،یهندسه خم یریدربرگ ش،ینما تیفیبهبود ک

و  کنندیم تریرا غن NMFچارچوب  ،یسازمدل یریپذانعطاف

. کنندیعمل م یروش اصل یهاکنندهلیعنوان تکمعموماً به

 به ینامنف یسیماتر هیو تجز یبندوشهخ بی، ترکدرمجموع

 دهیچیپ یپنهان و الگوها یتا ساختارها دهدیپژوهشگران امکان م

بالاتر  ریتفس تیرا با دقت و قابل ییو چندنما یچندبعد یهادر داده

بدون نظارت  یریادگیآن را در  تیامر اهم نیاستخراج کنند، که ا

 .کندیبرجسته م ازپیشبیش یعمل یو کاربردها

 یریپذبی، آسNMFمدل استاندارد  یاصل یهاتیاز محدود یکی

 کیکلاس NMF ازآنجاکهپرت است.  یهاآن در برابر نوفه و داده

 یریگاندازه یمربع وسیرا با استفاده از نرم فروبن یبازساز یخطا

تابع هدف را تحت  تواندیداده پرت م یتعداد کم یحت کند،یم

رض از ف یناش تیحساس نیکند. ا مختلرا  هیسلطه قرار داده و تجز

 کههنگامی نیاست؛ بنابرا L_2 انیدر تابع ز یضمن ینوفه گاوس
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 نینگسدم یهاعیتوز ویژهبه) یرگاوسیغ عیها شامل نوفه با توزداده

در  پرت بزرگ یهانمونه ای( باشند یکوش ایلاپلاس  عیمانند توز

 دیرا تشد دیشد اتانحراف یداده وجود داشته باشند، مجازات مربع

 .شودیم فیضع یهاهیکرده و منجر به نما

 Robustاستوار ) NMFمختلف  یهاضعف، مدل نیرفع ا یبرا

NMFاند. دهکر نیگزیجا استوارتر یارهایرا با مع وسی( نرم فروبن

دادند که  شنهادیرا پ L_1+L_2[ مجازات 35] یحمزه و براد

[ 31]. در دهدیم شیپرت افزا یهادادهمقاومت مدل را نسبت به 

NMF بر  یمبتنL_1 ت. اس شدهارائه یلاپلاس نوفهمقابله با  یبرا

را توسعه دادند که  L_2,1[ مدل پرکاربرد 32کونگ و همکاران ]

 بیتتر نیاجتناب کرده و بد یانمونه یهاماندهیکردن باق یاز مربع

و  یل کرد،یرو نی. در ادامه همکندیپرت را محدود م یهااثر داده

 رمحدبی[ مقاومت مدل را با استفاده از مجازات غ33همکاران ]

L_(2,□5,0 )بر اساس  گرید یکردهایبهبود دادند. رو ترشبی

مقاومت  شیافزا یاطلاعات برا هینظر ای یاحتمالات میمفاه

 عی[ که از توز30] Cauchy-NMF ازجملهاند، شدهطراحی

 یحلم یبر همسان یمبتن یهاو مدل برد،یبهره م یکوش نیسنگدم

 ،یشباهت موضع یارهای[ که با مع30] CIM-NMFمانند 

 از کارها هم اثر یگری. دسته دکنندیانحرافات بزرگ را سرکوب م

 دهد،یبزرگ کاهش م یآلوده را با محدود کردن خطاها یهانمونه

 Capped norm-NMFبه  توانیمکارها  نیترمهم ازجملهکه 

[ اشاره کرد؛ 30] Truncated Cauchy-NMF[ و 36]

 یذات تیحساس یجمع طورهب NMFاستوار  یهاگونهاین

را کاهش داده و عملکرد  کیکلاس وسینرم فروبن یسازفرموله

 .دکننیفراهم م یرگاوسیپرت و نوفه غ یهادر حضور داده یبهتر

ه ک کنندیاستوار معمولاً فرض م یهااز روش یاری، بسحالبااین

 عیبا توز ییهامدل نوفه ثابت است و ممکن است در مواجهه با داده

 یازهیچالش انگ نیناهمگن دچار مشکل شوند. ا اینوفه نامعلوم 

 کند،یم جادی( اDRO) یعیاستوار توز یسازنهیاستفاده از به یبرا

ن، ممک عیحالت توز نیاست که در بدتر ییهاکه به دنبال جواب

، شدهتعیین شیاز پ یهاعیتوزبهام شامل مجموعه ا کیدرون 

استوار  یسازنهی[. برخلاف به30داشته باشند ] یعملکرد مناسب

 انیتابع ز رییپرت را با تغ یها( که تنها اثر دادهRO) کیکلاس

 تیعدم قطع احتمالاتی صورتبه DRO کند،یمحدود م یمعمول

ه نمونه مسئل کی ینه تنها برا کندیو تلاش م کندیها را مدل مداده

از مسائل که هرکدام با  یاگسترده فیدر ط زمانهممشخص، بلکه 

عملکرد مطلوب داشته  شوند،یم نییتع Ωه ابهام درمجموع یعیتوز

 قیدق عیفرض بر آن است که توز DROدر  گر،یعبارت دباشد. به

 اریمختلف در اخت یهاعیتوزاز  یامجموعهنوفه ناشناخته است، اما 

 یاهعیتوزاز  یکیکه نوفه موجود در داده،  میدانیمو از قبل  میدار

 وانتیم نیاست؛ بنابرا هاآناز  یبیترک ایمجموعه و  نیموجود در ا

 نیمورد انتظار در بدتر انیتابع ز یسازنهیکم ندیفرآ DROگفت، 

منجر به  کردیرو نیاست. ا یحتمالاته ابهام ادرمجموعحالت 

 ریتفس لیبه دل ریاخ یهاو در سال شودیم استوارتر یهاجواب

و عملکرد  پذیریحل تینامطمئن، قابل یهاداده یاحتمالات

فعال در پژوهش  یابه حوزه ،یعدد یهادر نمونه توجهقابل

 است. شدهتبدیل

 NMF نهیمدر ز یعیاستوار توز یریادگی، توجهقابل لیپتانس باوجود

 یبرا یاگسترده یاست و فضا شدهبررسیکم  اریبس همچنان

 DR-NMF، مثالعنوانبهحوزه وجود دارد.  نیدر ا شتریب قاتیتحق

دقت  کندینوفه مختلف را در نظر گرفته و تلاش م یهاعی[ توز39]

 شیگوناگون افزا یهارا در دامنه ینامنف سیماتر هیو مقاومت تجز

 هیپانمونه یعیاستوار توز NMFشامل  گرینوآورانه د یهادهد. مدل

(iDRNMF) [05 و ]DRNMF-SP [01 هستند. در ]

iDRNMFمسئله چندهدفه فرموله  کیصورت ، تابع هدف به

امکان را  نیو ا شدهترکیب انیتابع ز نیکه در آن چند شود،یم

د نوفه متنوع استوار باش یهاعیکه مدل نسبت به توز کندیفراهم م

-DRNMFبماند. در  یکارآمد باق یمحاسبات ازنظر حالدرعینو 

SP خودتکامل ) یریادگیبا  یعیمدل استوار توز بیبا ترکSelf-

paced ر ب جیتدرها بهکه نمونه ندیبیمآموزش  ایگونهبه(، مدل

آموزش  ندی)و از آسان به سخت( وارد فرآ یدشوار زانیاساس م

ده )نوفه آلو داًیشد یهااثر نمونه یعیطور طببه ،ترتیباینبه؛ شوند

مختلف را  انیپرت( را کاهش داده و مشارکت توابع ز یهادادهو 

 .کندیمتوازن م

 یبرا یادیبن یکردهایاز رو یکیعنوان به ینامنف یسیماتر هیتجز

در حضور  ،ینامنف یهاداده یبندجزءمحور و خوشه شینما
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 یهابا چالش یرخطیغ یهندس یو ساختارها دهیچیپ یهانوفه

نها تنوفه داده نه ،یواقع یاز کاربردها یاریجه است. در بسموا یجد

از  یبیاغلب ترک بلکه ست،یمشخص و ساده ن عیتوز یدارا

است و در سطح  نیسبک و سنگ یهامختلف با دمُ یهاعیتوز

است که بخش  یدر حال نی. اکندیها( بروز مها )ستوننمونه

 قیرا از طر بیتقر تیفیاستوار، ک NMF یهااز مدل یتوجهقابل

 سنجندینوفه مفروض م عیتوز کی هیو بر پا محورهیدرا انیتوابع ز

 بیترک ایانواع نوفه و  ریمانند مواجهه با سا یآمار ابهام درنتیجهو 

 یهامدلگر، ید یندارند. از سو یچند نوع نوفه، عملکرد مطلوب

نه داده ید با هدف حفظ ساختار خمهرچن موجود، شدهگراف منظم

 نیترکینزد-k گراف یک قیطر از را هدف نیا ،اندشدهطراحی

 صورت-به هک کنندیم دنبال ثابت شباهت یهاوزنه با یهمسا

 نای. ماندیم یباق ثابت هیتجز ندیفرا طول در و شدهساخته ییابتدا

 یرسانروزو فقدان به تیفیککم هیبه گراف اول دیشد یوابستگ

 یدرستهداده ب یواقع یکه ساختار محل شودیگراف، سبب م یِقیتطب

 محدود شود. طورجدیبه یبندو عملکرد خوشه ابدیبازتاب ن

استوار »بر جنبه  ایاستوار موجود  یکردهایرو شتریب ن،یبر ا افزون

 حیطور صرداده را به یتمرکز کرده و ساختار هندس «یعیبودن توز

 کیدارند و هنوز از  دیتأک« گراف یریادگی»بر  ای کنند،یمدل نم

طور که بتواند به برندیبهره نم یعیچارچوب چندهدفه استوار توز

 مختلف یهاعیاز توابع هدف متناظر با توز یاوعهمند با مجمنظام

نامعلوم  یهانوفه( 1که بتواند ) یهنوز مدل ،درنتیجهنوفه کار کند. 

چارچوب  کیو بالقوه مخلوط را در سطح نمونه و در قالب 

گراف  کی زمانهمطور به( 2مدل کند، ) یعیچندهدفه استوار توز

 هیلگراف او یرو زرا ا تیفیباک یو دوتصادف یقیمشابهت تطب

 یسازنهیطرح به کیها را در مؤلفه نیهمه ا( 3و ) اموزدیب تیفیککم

حل  کیکلاس NMFبا  سهیمقاقابل یمحاسبات نهیو با هز کپارچهی

ها ضرورت شکاف نیطور کامل شکل نگرفته است. اکند، به

 یادهگستر فیکه هم نسبت به ط کندیرا برجسته م یمدل یطراح

استوار باشد و هم بتواند ساختار  یبیو ترک دارعیتوز یهانوفهاز 

 تیفیباک یبر گراف یو مبتن یقیتطب یاگونهرا به یانوفهداده  نهیخم

 در خود بازتاب دهد.

در دو سطح  توانیتوجه به مباحث فوق، چالش موجود را م با

مربوط  یآمار تیعدم قطعکرد. سطح نخست،  انیاما مرتبط ب زیمتما

معمولاً مشخص  ،یواقع یهانوفه است. در داده یبه نوع و الگو

 ای یمشخص، مانند گاوس عیتوز کیاز  یبازساز یکه خطا ستین

 یانوفه یچند الگو استممکن  یو حت کندیم یرویلاپلاس، پ

حالت،  نیدر داده وجود داشته باشند. در ا زمانهمصورت به

باعث شود مدل نسبت به  تواندیثابت م انیتابع ز کیانتخاب 

نداشته باشد. چارچوب  یها عملکرد مناسباز داده یبخش

iDRNMF و  یعیاستوار توز یریادگیمسئله را با استفاده از  نیا

، حالبااینقرار داده است؛  موردتوجه انیز ابعتو یقیبتط یدهوزن

 است. یبازساز یخطا یتمرکز آن بر جنبه آمار

و  هانمونه انیمربوط به روابط م یساختار تیقطع دوم، عدم سطح

ت. داده اس یساختار محل شینما یبرا مورداستفادهگراف  تیفیک

معمولاً با استفاده از  هی، گراف اولشدهگراف منظم یهادرروش

 و سپس در شودیساخته م هیهمسا نیترکینزد-k مانند ییهاروش

ممکن  هیگراف اول نیا کهدرحالی. ماندیم یثابت باق هیتجز ندیفرآ

ط ساختار داده، رواب یدگیچیپ ایپرت  یهانوفه، داده لیاست به دل

گر ا یحت ن،یطور کامل نشان ندهد. بنابراها را بهنمونه انیم یواقع

 یساختار گراف کیصورت استوار مدل شود، به یبازساز یخطا

 تیفیک درنتیجهنهفته و  شینما تیفیک تواندینامناسب م

 را محدود کند. یبندخوشه

اده د یمقاومت در برابر نوفه و حفظ ساختار هندس دگاه،ید نیا از

مشخص  یعیدو مسئله مستقل اما مکمل هستند. مقاومت توز

ه چگون یبازساز یخطا یآمار تیقطعکه مدل در برابر عدم کندیم

که روابط  کندیگراف مشخص م یریادگی کهدرحالیعمل کند، 

 نیو اصلاح شوند. بر ا حفظنهفته  یها چگونه در فضانمونه انیم

 انیچند تابع ز بیپژوهش صرفاً ترک نیا یاساس، مسئله اصل

 نیاست که بتواند ا کپارچهیچارچوب  کی یبلکه طراح ست؛ین

 یریادگی ندیدر فرآ زمانهمصورت را به تیقطعدو سطح از عدم

NMF کند. تیریمد 

 ینامنف یسیماتر هیبا عنوان تجز دیچارچوب جد کیمقاله  نیا در

 شودیم نهادشیپ یساز گراف دوتصادفبر منظم یمبتن یعیاستوار توز

محور و نمونه یعیاستوار توز یسازمدل کپارچه،یطور که به
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 یساز گراف دوتصادفبر منظم یمبتن یعیاستوار توز ینامنف یسیماتر هیتجز دیروش جد کی

داده یبندخوشه یبرا  

 نیدر ا .کندیم بیمدل واحد ترک کیگراف را در  یقیتطب یریادگی

تابع  نیاز چند ایپو یوزن بیترک هیپا رب یکل انیچارچوب، تابع ز

و مسئله  شدهتعریفمختلف نوفه  یهاعیهدف متناظر با توز

 یامجموعه روی بر حداکثر–فرم حداقل کیدر قالب  یسازنهیبه

 انیز نیشتریتا ب شودیم یبندفرمول یابهام احتمالات یهاعیاز توز

از غلبه  یریوگجل یگردد. برا نهیکم نانهیصورت بدببه مورد انتظار

همه  مشارکت منصفانه نیتر و تضمبزرگ اسیتابع هدف با مق کی

کار توابع هدف به یبرا کیستماتیس یسازطرح نرمال کیاهداف، 

 یطخ بیترک یریرپذیتفس و یعدد یداریکه پا شودیگرفته م

 یساز گراف دوتصادفمنظم کی، زمانهم. کندیم نیاهداف را تضم

تقارن م ،یشباهت نامنف سیماتر کی یریادگیکه با  شودیم یطراح

- kبر  یمبتن تیفیککم هیواحد، گراف اول یو با مجموع سطر

سازگار  و رتریپذکیتفک تر،یغن یرا به گراف هیهمسا نیترکینزد

 .دهدینوفه ارتقا مکم ییبا بازنما

 یپارامترها ان،یمربوط به توابع ز یهامهم آن است که وزن نکته

ها وزن نی. استندیثابت مدل ن یابرپارامترها ای یدست میقابل تنظ

 فتعری حداکثر–در مسئله حداقل میتصم یرهایعنوان متغبه

صورت خودکار به یسازنهیبه ندیو در طول فرآ شوندیم

 زانیم یانتخاب دست ازمندین لمد ن،ی. بنابراگردندیم یروزرسانبه

بر  انیمشارکت هر تابع ز زانیبلکه م ست؛ین انیهر تابع ز تیاهم

 نییتع یعیو چارچوب استوار توز یبازساز یاساس رفتار خطا

 .شودیم

خلاصه  رزی صورتبه توانیپژوهش را م نیا یاصل یهاینوآور

 کرد:

محور نمونه یعیپژوهش، چارچوب استوار توز نیدر ا (1

iDRNMF  یساختار محل یقیتطب یریادگیسازوکار  کیبا 

 یعیچارچوب، جمله استوار توز نیاست. در ا شدهترکیب

از ناشناخته بودن  یناش یآمار تیقطعمسئول مقابله با عدم

 ،یسازوکار گراف دوتصادف کهدرحالینوفه است،  یالگو

ها را نمونه انیموجود در ساختار روابط م تیعقطعدم

ور طبه یشنهادیمدل پ ب،یترت نی. بددهدیقرار م موردتوجه

ته ساختار نهف کیاستوار در برابر نوفه و  شینما کی زمانهم

 .ردیگیم ادیتر را منسجم

 ند،ریگیرا ثابت در نظر م هیکه گراف اول ییهابرخلاف روش (2

متقارن و  ،یشباهت نامنف سیماتر کی یشنهادیپ درروش

. شودیگرفته م ادی هیصورت درونزا از گراف اولبه یدوتصادف

 ندیها را در طول فرآنمونه هیامکان اصلاح روابط اول نیا

 هیاول گراف تیفیمدل به ک یفراهم کرده و وابستگ یریادگی

 .دهدیرا کاهش م

و  اندشدهادغامتابع هدف واحد  کیدو سازوکار فوق در  (3

اهت شب سیو ماتر یعیاستوار توز یهاوزن ه،یتجز یرهایمتغ

. شوندیم یروزرسانو هماهنگ به یصورت تکراربه

مجدد  یدهو استفاده از وزن انیتوابع ز یسازنرمال ،همچنین

 اثرو  انیتوابع ز اسیکه تفاوت مق دهدیامکان م یتکرار

 بزرگ کنترل شود. یخطا یدارا یهانمونه

بدون  طیداده و در شرامجموعه 12 یبر رو یشنهادیروش پ (0

 یهابا روش سهیو علاوه بر مقا شدهارزیابی یانوفهنوفه و 

ها نقش مستقل و مختلف، با استفاده از مطالعه حذف مؤلفه

 زین یساز گراف دوتصادفو منظم یقیتطب یدهمکمل وزن

 است. شدهبررسی

 هانهیزمشیپ -2

 NMF ازجمله ،یدیبر مقدمات کل یبخش، مرور نیا در

𝐿2,1،ستانداردا − 𝑁𝑀𝐹  و𝐶𝑎𝑢𝑐ℎ𝑦 − 𝑁𝑀𝐹 علاوه شودیارائه م .

که  یتکرار مجدد شدهیدهوزن کمترین مربعات تمیالگور ن،یبر ا

 .شودیم یمعرف شود،یاستفاده م در الگوریتم پیشنهادی

 تجزیه ماتریسی نامنفی استاندارد 2-۱
عناصر  یباشد که حاو یورود یهاداده سیماتر X دیکنفرض 

نشان داده  X=[x_1,x_2,…,x_n]∈R^(m×n)بوده و با  ینامنف

ها است. هر تعداد نمونه nو  هایژگیتعداد و mشود، که در آن 

. دهدیبعد را نشان م mبا  ینمونه داده نامنف کی x_i یبردار ستون

 و H∈R^(r×n) ینامنف سیدو ماتر افتنی NMFهدف 

W∈R^(m×r) داده را با دقت  سیکه بتوان ماتر یاگونهاست به

تابع  قیهدف از طر نیکرد. ا یبازساز X≈WH صورتبه یمناسب

 :شودیدنبال م ریز

(1) min
𝑊,𝐻

∑ Ξ(𝑥𝑖 , 𝑊ℎ𝑖), 𝑠. 𝑡.   𝑊, 𝐻 ≥ 0    

𝑛

𝑖=1
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 یساز گراف دوتصادفبر منظم یمبتن یعیاستوار توز ینامنف یسیماتر هیتجز دیروش جد کی

داده یبندخوشه یبرا  

عنوان ترکیبی به 𝑥𝑖، هر نمونهΞ در این رابطه، مطابق با تابع سنجش

 ℎ𝑖با ضرایبی که توسط بردار 𝑊 بردارهای موجود درخطی از پایه

 خطایاز فاصله  NMF گردد. مدل پایهشود، بازسازی میعیین میت

 و کندستفاده میا 𝑊𝐻 و 𝑋بین  اختلاف گیریاندازه برای مربعی

 :شودزیر تعریف می صورتبهتابع هدف آن 

(2) min
𝑊,𝐻

||𝑋 − 𝑊𝐻||
𝐹

2
= ∑||𝑥𝑖 − 𝑊ℎ𝑖|| 

2
,

𝑛

𝑖=1

𝑠. 𝑡. 𝑊, 𝐻 ≥ 0   
𝑥𝑖||در اینجا، − 𝑊ℎ𝑖|| طای بازسازی مربوط به نمونهخ 𝑖- ام

.||دهد ورا نشان می ||𝐹 ( 2رم فروبنیوس است. اگرچه مدل )ن

صورت مستقل محدب به 𝐻 و 𝑊 نسبت به هر یک از متغیرهای

در نظر گرفته شوند،  زمانهمهر دو متغیر  کههنگامیاست، اما 

رو، دستیابی به جواب بهینه رود. از ایندب از بین میخاصیت تح

های گیری از روشبا بهره توانمی تنها و نیست پذیرامکان سراسری

 .یافتدست محلیسازی، به یک جواب بهینه بهینه

 NMFحل  یبرا یسازنهیبه یهاتمیذکر است که اکثر الگور انیشا

رت که در صو رندیگیبهره م تیواقع نیداشته و از ا یتکرار تیماه

دب مسئله مح کیبه  مسئله ها،سیاز ماتر یکیداشتن ثابت نگه

طور خاص، در . بهشودیم لیتبد (NNLS) ینامنفمربعات  نیکمتر

 گریشده و عامل د داشتهنگه ابتاز دو عامل ث یکیهر تکرار 

. ابدیکه مقدار تابع هدف کاهش  شودیروز مبه یاگونهبه

اده از استف نه،یزم نیدر ا یسازنهیروش به نیترجیو را نیمشهورتر

 [:13( است ]MUR) یضرب یروزرسانقواعد به

(3) 𝑊 ← 𝑊 ⊙
𝑋𝐻𝑇

 

𝑊𝐻𝐻𝑇
 
 

 

(0) 
𝐻 ← 𝐻 ⊙

𝑊𝑇𝑋

𝑊𝑇𝑊𝐻 
 

 ضرب عنصر به عنصر است. دهندهنشان ⊙که در آن 

مجدد  شدهیدهوزنالگوریتم کمترین مربعات  2-2

 تکراری
 (IRLS)تکراری مجدد  شدهیدهوزنالگوریتم کمترین مربعات 

سازی طور گسترده برای بهینهروش قدرتمند است که بهیک 

 ام با-𝑖 خطای بازسازی نمونهاگر رود. کار میبه استوارهای مدل

𝑒𝑖  صورت تابع هدفتوان بهمسائل بازسازی را می ،شودنشان داده 

  :کلی زیر بیان کرد

(0) min ∑ Ξ(𝑒𝑖)   

𝑛

𝑖=1

 

صعودی باشد.  |𝑒𝑖| باید با افزایش مقدار Ξ(𝑒𝑖) که در آن تابع زیان

پارامتر با مقادیر نامعلوم باشد که  𝑚شامل ( 0فرض کنید مسئله )

𝒗 با بردار = [𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑚]𝑇  برای شودیمنمایش داده .

فر صدستیابی به پاسخ بهینه، لازم است مشتق نسبت به این متغیرها 

 :شود

(6) ∑ 𝜔(𝑒𝑖)
𝜕𝑒𝑖

𝜕𝑣𝑗
𝑖

= 0,      𝑗 = 1,2, … , 𝑚 

𝜔(𝑒𝑖) که در آن =
𝑑Ξ(𝑒𝑖)

𝑑𝑒𝑖
توان نام دارد. این رابطه را می تابع تأثیر 

  :صورت زیر بازنویسی کردبه

(0) 
∑ 𝜓(𝑒𝑖)𝑒𝑖

𝜕𝑒𝑖

𝜕𝑣𝑗
𝑖

= 0,      𝑗 = 1,2, … , 𝑚 

 :شودتعریف میصورت این  بهتابع وزن بوده و  𝜓(𝑒𝑖) در اینجا 

(0) 𝜓(𝑒) =
𝜔(𝑒)

𝑒
=

Ξ′(e)

𝑒
 

 یسازنهیبهمسئله  حل معادل( 0دهد که معادله )روابط بالا نشان می

 :است زیر شده مجدددهیوزن

(9) 𝑚𝑖𝑛 ∑ 𝜓(𝑒𝑖
[𝑡−1]

)𝑒𝑖
2

𝑖

 

𝜓(𝑒𝑖 وزنابتدا  تکرار هر در( 9حل مسئله )برای 
[𝑡−1]

ثابت فرض  (

سپس براساس خطای  شود،می محاسبه مسئلهشده و مقدار بهینه 

𝑒𝑖 بازسازی جدید
[𝑡]ها مجدداً محاسبه و در تکرار بعد استفاده ، وزن

 .گردندمی

، NMFو  یمجدد تکرار شدهیدهوزن[ ارتباط روش 02در ]

چارچوب،  نیاست. در ا شدهدادهنشان  ان،یمستقل از نوع تابع ز

 _〖|| i_〖x_i-Wh〗||〗 یبازساز یو خطا NMF انیتابع ز

رابطه  ن،ی( هستند. بنابرا0در رابطه ) e_i.( و )Ξمعادل  بیترتبه

 :کرد یسیبازنو ریصورت زبه توانی( را م1)

(15) min
𝑊,𝐻

∑ 𝑑𝑖||𝑥𝑖 − 𝑊ℎ𝑖|| 
2,    𝑠. 𝑡.   𝑊, 𝐻 ≥ 0

𝑛

𝑖=1

 

 

𝑑𝑖که در آن = 𝜓(||𝑥𝑖 − 𝑊ℎ𝑖|| 
[𝑡−1]) ضریب وزن نمونه 𝑖  در

𝐷𝑖𝑖 طوری که 𝐷 تشکیل ماتریس قطریهر تکرار است. با  = 𝑑𝑖 ،

زیر  صورتبهدر فرم وزنی  NMF روزرسانی کلاسیکقواعد به

 :آینددرمی
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(11) 𝑊 ← 𝑊 ⊙
𝑋𝐷𝐻𝑇

 

𝑊𝐻𝐷𝐻𝑇
 
 

 

(12) 𝐻 ← 𝐻 ⊙
𝑊𝑇𝑋𝐷

𝑊𝑇𝑊𝐻𝐷
 

 تواند فرآیندمی IRLS دهد که الگوریتماین بازنویسی نشان می

ر د استوارسازی رای مدلتوابع زیان را با انواع ب NMF یسازنهیبه

 Algorithmدر  شدهبیانمراحل  .های پرت تقویت کندبرابر نمونه

 است. شدهارائه 1
Algorithm 1. Iteratively Reweighted Least Squares 

(IRLS) for Robust NMF 

Input: data matrix 𝑋, latent factor 𝑟, loss function 𝛯(·);  
 

Output: basis matrix 𝑊, representation matrix 𝐻, and weight 

matrix 𝐷; 
 

1: Initialize 𝑊 ≥ 0 and 𝐻 ≥ 0; 

2: while convergence not reached do 
3: for i=1 to n: 

4: Compute the reconstruction error𝑒𝑖; 
5: Compute the 𝜓(𝑒𝑖) according to Eq. (8); 

6: Compute the sample weight 𝑑ᵢ based on 𝜓(𝑒ᵢ); 
7: end for; 

8: Construct the weight matrix 𝐷; 

8: Update 𝑊 according to Eq. (11); 

9: Update 𝐻 according to Eq. (12); 

10: end while; 

11: return 𝑊, 𝐻, and 𝐷. 

2-3 NMF – 2,1L 

 فیتعر یبرا یمربع یِبازساز یاز خطا ه،یپا NMFدر  ازآنجاکه

و  بزرگ یهانوفهروش در حضور  نیا شود،یاستفاده م انیتابع ز

و عملکرد آن  ردیگیقرار م ریشدت تحت تأثپرت، به یهاداده

در برابر نوفه و نقاط  NMFمقاومت  شیافزا ی. براشودیم فیتضع

 شنهادیرا پ L_2,1-NMF روش[ 32پرت، کونگ و همکاران ]

 L_2,1از نرم  وس،یاستفاده از نرم فروبن یجاکردند که در آن، به

 نی. تابع هدف اشودیاستفاده م یبازساز یخطاها یریگاندازه یبرا

 :شودیم فیتعر رزی صورتبهمدل 

(13) 
min
𝑊,𝐻

||𝑋 − 𝑊𝐻||
2,1

= ∑||𝑥𝑖−𝑊ℎ𝑖||, 𝑠. 𝑡. 𝑊, 𝐻 ≥ 0  

𝑛

𝑖=1

 

𝑀 ماتریس 𝐿2,1نرمدر رابطه بالا،  ∈ ℝ𝑚×𝑛 

𝑀||2,1||صورتبه = ∑ √∑ 𝑀𝑗𝑖
2𝑚

𝑗
𝑛
𝑖 با توجه به د.شوتعریف می .

 یهانمونه ریتأث ه،یاول یبازساز یعدم استفاده از توان دوم در خطا

 استوارتراستاندارد  NMFمدل نسبت به  نیو ا یافتهکاهشپرت 

 یروزرسانبه تمیالگور کی[ 32در ] ن،ی. افزون بر اکندیعمل م

که در آن از  شدهارائه L_2,1-NMFحل  یکارآمد برا یتکرار

 فیتعر رزی صورتبه D سیو ماتر شدهاستفاده( 12) و( 11روابط )

 :شودیم

(10) 𝐷𝑖𝑖 =
1

||𝑥𝑖 − 𝑊ℎ𝑖||
 

2-۴ Cauchy - NMF 

 یسازمدل یگاوس عیاستاندارد، نوفه معمولاً با توز NMFدر 

 نوفه یسازمدل یلاپلاس برا عیاز توز L_2,1-NMFو در  شودیم

 عیتوز یاست که نوفه دارا نی[ فرض بر ا30. در ]گرددیاستفاده م

 :شودیم انیب رزی صورتبه( و Cauchy) یکوش

(10) 
𝑝(𝑥𝑖|𝑊ℎ𝑖)~

1

𝛾

1

1 + (
||𝑥𝑖 − 𝑊ℎ𝑖||

𝛾
)

2 

مطابق این مدل، زمانی که اختلاف است؛ پارامتر مقیاس  𝛾که در آن  

𝑥𝑖||)یعنی شدهشده و مقدار بازسازیمیان مقدار مشاهده −

𝑊ℎ𝑖||)  بزرگ باشد، مقدار احتمال در مخرج کاهش چشمگیری

دید ش یهانوفهطور طبیعی در برابر ، مدل بهدرنتیجهخواهد داشت؛ 

وجه ا تتوان بمی؛ بر این اساس، شودمی استوارترهای پرت و نمونه

شکل  را به Cauchy-NMF ،(10شده در رابطه )مدل نوفه ارائهبه 

  :ارائه کردزیر 

(16) 

min
𝑊,𝐻

||𝑋 − 𝑊𝐻||
2,𝑐𝑎𝑢

=
 

 ∑ ln (||𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

− 𝑊ℎ𝑖||
2

+ 𝛾2) , 

𝑠. 𝑡. 𝑊, 𝐻 ≥ 0 
توان تکراری، می مجدد شدهیدهوزنگیری از الگوریتم با بهره 

دست ( به12( و )11روزرسانی وزنی را مشابه روابط )قواعد به

زیر  صورتبهدر این مدل  𝐷 آورد، با این تفاوت که ماتریس وزن

 :شودتعریف می

(10) 𝐷𝑖𝑖 =
1

||𝑥𝑖 − 𝑊ℎ𝑖||
2 + 𝛾2

 

 یشنهادیپالگوریتم  -3

اند شدهدادهتوسعه  استوار NMFمدل  نی، چندگذشته یهاسالدر 

را از  بیتقر کی تیفیکه ک- شدهانتخابکه عمدتاً با تابع هدف 



 

 105 

 ۱۴۰۵ستان پاییز و زم، دومسال چهارم، شماره . ماشینی های نظری و کاربردی هوشپژوهش

 

 

 یساز گراف دوتصادفبر منظم یمبتن یعیاستوار توز ینامنف یسیماتر هیتجز دیروش جد کی

داده یبندخوشه یبرا  

. شوندیمشخص م -کندیم یابیارز Xو  WH نیفاصله ب قیطر

 یرو یتابع هدف معمولاً توسط مدل نوفه فرض نیانتخاب ا

تابع  یدست صورتبهکاربران  ،و برای این کار نییتع Xداده  سیماتر

انتخاب  ها،روش نیا در .کنندیانتخاب م یمورد صورتبههدف را 

 طوربهشود که جواب  کینامناسب تابع هدف ممکن است منجر به 

چالش  نی. پرداختن به امتفاوت باشد موردنظرپاسخ  با یتوجهقابل

است که در برابر انواع مختلف  NMFمدل  کی یشامل طراح

 د.مختلف مناسب باش یکاربردها یو برا باشد استوارنوفه  عیتوز

برای مدیریت  DRNMF-bSدر این مقاله مدل تجزیه ماتریسی 

 است. شدهارائهمتفاوت  یهاعیتوزانواع نوفه با 

تابع زیان جدید یا جایگزینی ساده در این پژوهش، هدف ارائه یک 

 یک تابع زیان با تابعی دیگر نیست. چارچوب پیشنهادی بر پایه

iDRNMF  دهدو محدودیت اصلی آن را هدف قرار می بناشده .

iDRNMF را با  نوفهقطعیت مربوط به توزیع عدم تواندیم

یادگیری تطبیقی وزن توابع زیان مدیریت کند، اما روابط محلی میان 

ند. کصورت صریح در فرآیند یادگیری کنترل نمیها را بهنمونه

شود دو نوع اطلاعات تلاش می DRNMF-bS ، دردرنتیجه

قرار گیرد: نخست، اطلاعات آماری  مورداستفاده زمانهمصورت به

ی دهی تطبیقتوزیعی و وزن جمله استوارخطای بازسازی از طریق 

ها از طریق یادگیری نمونه توابع زیان؛ و دوم، اطلاعات ساختاری

یک گراف دوتصادفی. بنابراین، نوآوری اصلی مدل پیشنهادی در 

 توزیعی و یک ساختار گرافی استواریادگیری مشترک یک نمایش 

 .واحد است NMF تطبیقی در یک چارچوب

 تجزیه ماتریسی نامنفی استوار توزیعی 3-۱
 یتوزیع استوارمنفی نا یاین بخش مدل تجزیه ماتریس

(iDRNMF) کند؛ مدلی یک چارچوب چندهدفه معرفی می را در

 نمونهها در سطح از داده استوارکه هدف آن یادگیری یک نمایش 

با  ای از نوفهاست. مدل پیشنهادی برای مقابله با طیف گسترده

و چارچوب یکپارچه آن قادر است  شدهطراحیهای مختلف توزیع

 شدهطرحمتوزیعی  استوارسازی نههر تابع هدفی را که در ادبیات بهی

های عنصرمحور، مدل پیشنهادی است، دربرگیرد. برخلاف مدل

عنوان یک نمونه را به 𝑋 هر ستون از ماتریس داده ،محورنمونه

 .هددمستقل در نظر گرفته و محاسبات را بر این اساس انجام می

.|| ک تابع زیان کلییطور مشخص، به ||2,𝜏 ه ک است شدهتعریف

 𝑋ماتریس  صورت مستقل بر هر ستون ازبه 2 در آن ابتدا نرم

 ؛شودها محاسبه میر خروجیب 𝜏 و سپس زیان مدنظر شدهاعمال

ای هگونبا یک توزیع احتمالی مرتبط است، به 𝜏 شود کهفرض می

.||که ||2,𝜏 سازی یک توزیع خاص برای نوفه را فراهم امکان مدل

 کند.

ون شود قانها ناشناخته است، فرض میداده نوفهمدل دقیق  ازآنجاکه

علق دارد. ت هاآنهای پایه یا ترکیبی از به یکی از توزیع نوفهاحتمال 

ها و توابع زیان های توزیعموعه شاخصمج 𝛺در این چارچوب، 

𝜏 . برای هرهاستآنمتناظر با  ∈ Ω توزیع احتمال متناظر با آن ،

اثر 𝐿𝜏 ای کهگونهشود؛ بهنشان داده می 𝐿𝜏 تناظر بامو تابع زیان  𝑃𝜏با

 د.کنرا بر سنجش خطای بازسازی بیان می 𝑃𝜏 انتخاب توزیع

، 𝑃𝛺 یعنی، 𝛺 بر این اساس، مجموعه ابهام احتمالاتی متناظر با

های پایه های محدب توزیعصورت مجموعه تمامی ترکیببه

  :شودتعریف می 𝛺  موجود در

𝑃Ω = {𝑃λ|𝑃λ = ∑ λτ𝑃τ

𝜏∈Ω

, λτ ≥ 0, ∑ λτ = 1

𝜏∈Ω

 } 

برای  قبولقابلهای احتمالی مجموعه توزیع 𝑃Ω در این تعریف،

پارامتر ترکیب این  λ است و نوفهقطعیت توزیعی سازی عدممدل

های پایه موعه توزیعمج Ωکند. بنابراین، ها را تعیین میتوزیع

. با هاستآن موعه ابهام احتمالاتی متناظر بامج 𝑃Ω و موردبررسی

این تعریف، چارچوب پیشنهادی محدود به یک توزیع مشخص 

یه و های پاتواند برای هر مجموعه متناهی از توزیعنیست، بلکه می

 .گرفته شود کاربه هاآنتوابع زیان متناظر با 

Ω در این پژوهش، برای ارزیابی چارچوب پیشنهادی، =

{1,2, 𝑐𝑎𝑢}  ابع تیب متناظر با توتراست که به شدهگرفتهدر نظر

زیان لاپلاسی، گاوسی و کوشی هستند. انتخاب این سه توزیع صرفاً 

است. این انتخاب امکان  شدهانجامعنوان یک مطالعه موردی به

کند؛ یرا فراهم م یانوفهبررسی رفتار مدل در برابر طیفی از شرایط 

 سبک وکه توزیع گاوسی نماینده خطاهای با رفتار دمطوریبه

پراکندگی محدود، توزیع لاپلاسی نماینده خطاهایی با احتمال بیشتر 

ی ای بینابینی، و توزیع کوشهای بزرگ و رفتار دنبالهبرای انحراف

های شدید است. و انحراف نیسنگدمنماینده خطاهای بسیار 

، این سه توزیع در کنار یکدیگر طیفی متنوع از رفتارهای درنتیجه
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سنگین، را های شدید و دممعمول تا انحراف ، از خطاهاییانوفه

 .دهندپوشش می

لازم به تأکید است که ساختار مدل پیشنهادی به این مجموعه 

، Ω عضوی خاص وابسته نیست. با تغییر یا گسترش اعضایسه

سازی کند و همان چارچوب بهینهمجموعه ابهام متناظر نیز تغییر می

گرفته شود؛ مشروط بر آنکه  کاربهتواند برای مجموعه جدید می

 مجدد دهیدر چارچوب وزن موردنظرتابع زیان متناظر با توزیع 

 .باشد اعمالقابل مورداستفاده

یک مجموع وزنی پویا از توابع هدف مختلف در مدل پیشنهادی، 

وند. شهای این توابع نیز آموخته میشود که وزندر نظر گرفته می

های نسبت به انواع مختلف توزیعحل پیشنهادی بدین ترتیب، راه

کیب سازی یک تربوده و از طریق بهینه استوار هاآنو ترکیب نوفه 

در قالب یک بنابراین،  .است حلقابلوزنی از چندین تابع هدف 

سازی بیشترین زیانِ حداکثر، هدف کمینه-بندی حداقلفرمول

 :تصورت زیر اسبه Ωاحتمالاتی  ابهامموردانتظار روی مجموعه 

(10) 
min
𝑊,𝐻

max
𝜆

∑ 𝜆𝜏||𝑋 − 𝑊𝐻||2,𝜏

𝜏∈Ω

 ,    𝑠. 𝑡. 𝑊, 𝐻,  𝜆

≥ 0, ||𝜆||
1

= 1 
است.  𝑃Ω ه ابهامدرمجموع 𝑃λ پارامتر توزیع 𝜆بالا،  در رابطه

های پایه زیان متناظر با یک توزیع ترکیبی نسبت به توزیع ازآنجاکه

صورت ترکیب وزنی به 𝑃λ خطی است، زیان مورد انتظار تحت

رو، شود. از اینهای پایه بیان میهای متناظر با توزیعزیان

𝜆 تحت قیود λ سازی نسبت بهبیشینه ≥ ||𝜆||و  0
1

= ، معادل  1

است. بنابراین،  𝑃Ω ه ابهامدرمجموعوجوی بدترین توزیع با جست

سازی استوار شده از مسئله بهینه( یک فرم پارامتری10رابطه )

را  حالت نیبدترتوزیع  λ آن، پارامترکند که در توزیعی را ارائه می

 .کنده ابهام تعیین میدرمجموعهای موجود از میان توزیع

کیب شده برای ترضرایب ثابت و از پیش تعیین λ های، وزندرنتیجه

تطبیقی  صورتسازی بهتوابع زیان نیستند، بلکه در فرآیند بهینه

کند، در می شوند تا توزیعی که بیشترین زیان را ایجادتعیین می

 .گیرد قرار موردتوجه حداکثر–مسئله حداقل

Ω صورتهای پایه بهدر این پژوهش، مجموعه شاخص =

{1,2, 𝑐𝑎𝑢} زیان  ترتیب متناظر با توابعشود که بهدر نظر گرفته می

لاپلاسی، گاوسی و کوشی هستند. بنابراین، مجموعه ابهام احتمالاتی 

های پایه مذکور و ترکیبهای ، شامل توزیع 𝑃Ω متناظر، یعنی

 زیر شکلبه توانمی را( 10. بنابراین، رابطه )هاستآنمحدب 

  :کرد بازنویسی

(19) 

min
𝑊,𝐻

max
𝜆

(𝜆1||𝑋 − 𝑊𝐻||2,1

+ 𝜆2||𝑋 − 𝑊𝐻||2,2
2

+ 𝜆𝑐𝑎𝑢||𝑋 − 𝑊𝐻||2,𝑐𝑎𝑢),

𝑠. 𝑡.     𝑊, 𝐻, 𝜆

≥ 0, ||𝜆||
1

      = 1 

 :ان کردمحور زیر بیتوان به فرم نمونه( را می19هدف )

(25) 

min
𝑊,𝐻

max
𝜆

𝜆1 ∑||𝑥𝑖 − 𝑊ℎ𝑖||

𝑛

𝑖=1

+ 𝜆2 ∑||𝑥𝑖 − 𝑊ℎ𝑖||
2

𝑛

𝑖=1

+ 𝜆𝑐𝑎𝑢 ∑ ln (||𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

− 𝑊ℎ𝑖||
2

+ 𝛾2) ,

𝑠. 𝑡.     𝑊, 𝐻, 𝜆 ≥ 0, ||𝜆||
1

= 1 
سازی این چارچوب چندهدفه، ضروری است که در هر برای بهینه

 ،طور ویژهکاهش یابد و به (10در رابطه ) تکرار، مقدار کل زیان

ه دلیل ؛ بمقدار است نیتربزرگبا  زیانتمرکز بر روی  بیشترین

.|| یوس، روشن است که نرمبنوجود توان دوم در نرم فرو ||2,2 

ه شود ککند. این ویژگی مانع از آن میتری ایجاد میبزرگ مقادیر

 ورتصبهسایر توابع زیان را مدل بتواند تا رسیدن به همگرایی، 

ا بندی توابع هدف ضروری است تاسبنابراین، مقیکمینه کند؛  مؤثر

اهمیت شده و هر جمله سهمی هم معنادارترکیب خطی حاصل 

حیاتی است زیرا  iDRNMF ویژه برای مدلبیابد. این اصلاح به

هایی با خطای اندک در تمامی توابع هدف را حلامکان تولید راه

جانبه بر یک تابع خاص جلوگیری فراهم کرده و از تمرکز یک

های های برتر مدلد. نتیجه آن است که مدل نهایی ویژگیکنمی

 .کندمی ادغام خود در را مختلفهدفه تک

,𝑊𝜏) حلیک راه 𝜏 بندی، ابتدا برای هربرای مقیاس 𝐻𝜏)  برای

minمسئله
𝑊,𝐻≥0

||𝑋 − 𝑊𝐻||2,𝜏 آوریم تا خطای دست میبه

ین از ا حاصل شود. سپس هر تابع هدف با استفاده 𝜀(𝜏) دهشهمگرا

 با را( 25توان رابطه )شود. با این کار میمقدار ثابت نرمال می

  :کرد بازنویسی زیر شکل به شدهنرمال هدف توابع یگذاریجا



 

 102 

 ۱۴۰۵ستان پاییز و زم، دومسال چهارم، شماره . ماشینی های نظری و کاربردی هوشپژوهش
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داده یبندخوشه یبرا  

(21) 

min
𝑊,𝐻

max
𝜆

𝜆1𝜖1 ∑||𝑥𝑖 − 𝑊ℎ𝑖||

𝑛

𝑖=1

+ 𝜆2𝜖2 ∑||𝑥𝑖 − 𝑊ℎ𝑖||
2

𝑛

𝑖=1

+ 𝜆𝑐𝑎𝑢𝜖𝑐𝑎𝑢 ∑ ln (||𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

− 𝑊ℎ𝑖||
2

+ 𝛾2) ,

𝑠. 𝑡.     𝑊, 𝐻, 𝜆 ≥ 0, ||𝜆||
1

= 1 
𝜖𝜏 که در آن برای سادگی، =

1

𝜀(𝜏) است. توجه کنید  شدهتعریف

سازی، در اغلب موارد، مسئله عملاً به که در غیاب این نرمال

د تری تولیشود که مقدار بزرگسازی تابع هدفی منجر میکمینه

 .کندمی

 پارامترهایی نیستندابر 𝜆𝜏در اینجا لازم است تأکید شود که ضرایب

ین صورت دستی تعیین کند. اکه کاربر پیش از اجرای الگوریتم به

 حداکثر هستند و تحت–ضرایب متغیرهای تصمیم مسئله حداقل

||𝜆|| قید
1

=  ،درنتیجهشوند. صورت خودکار یاد گرفته میهب 1

تواند در هر تکرار، میزان ها برابر یک است و مدل میمجموع وزن

دهد.  های مختلف را تغییراهمیت نسبی توابع زیان متناظر با توزیع

آنکه کاربر از پیش مشخص کند هر تابع زیان  یجابهبه بیان ساده، 

توزیعی این  استوارچه سهمی در مدل داشته باشد، چارچوب 

ه از کند. بنابراین، استفادسازی تعیین میبهینه ها را در فرآیندسهم

چند تابع زیان در این پژوهش معادل با یک ترکیب خطی ثابت و 

ها سازی است و وزندستی نیست؛ بلکه بخشی از مسئله بهینه

 .شوندبا نمایش نهفته یاد گرفته می زمانهم

های سازی مسئله بر روی مجموعه وزنبخش بیشینه ازآنجاکه

صورت تطبیقی به ها بهشود، وزنفی با مجموع واحد انجام مینامن

شوند که در وضعیت فعلی، ریسک سمت تابع زیانی هدایت می

یان جای انتخاب یک تابع زکند. بنابراین، مدل بهبیشتری ایجاد می

ه ه ابهام توجدرمجموعثابت، در هر مرحله به بدترین مؤلفه موجود 

عی مدل توزی استوار بودنژگی، اساس دهد. این ویبیشتری نشان می

از قبل مشخص نباشد، مدل مجبور نیست یک  نوفهاست: اگر نوع 

ول تواند در طصورت قطعی انتخاب کند، بلکه میتابع زیان را به

 .فرآیند یادگیری اهمیت نسبی توابع زیان مختلف را تغییر دهد

ک ی ، ویژگی اصلی چارچوب پیشنهادی، وابستگی آن بهطورکلیبه

نیست، بلکه قابلیت آن در  نوفههای مجموعه مشخص از توزیع

های ممکن ای از توزیعقطعیت نسبت به مجموعهسازی عدممدل

 یاهنوفتوان متناسب با نوع داده و سناریوی را می Ω است. بنابراین،

را بر اساس  𝑃Ω تعریف یا گسترش داد و مجموعه ابهام موردنظر

تشکیل داد. در این پژوهش، ترکیب شده های انتخابتوزیع

عنوان یک مجموعه نماینده برای گاوسی، لاپلاسی و کوشی تنها به

 شدهنتخاباسنگین ، بینابینی و بسیار دمسبکدمپوشش رفتارهای 

 .است

3-2 iDRNMF مجدد تکراری یدهوزن 
 ده شدهی تکراری ارائه و نشان داد، الگوریتم بازوزن2–2در بخش 

 NMF توان هر تابع هدفی را به یک مدل پایهکه بر اساس آن می

دهی گیری از چارچوب بازوزندار تبدیل کرد. بنابراین، با بهرهوزن

 :شودیمنوشته زیر  صورتبه( 10)(، فرمول چندهدفه 15معادله )

(22) 
min
𝑊,𝐻

max
𝜆

∑ 𝑑𝑖
(Ω)

𝑛

𝑖=1

||𝑥𝑖 − 𝑊ℎ𝑖||
2 ,

𝑠. 𝑡.   𝑊, 𝐻, 𝜆 ≥ 0, ||𝜆||1

= 1 
𝑑𝑖 که در آن، وزن نمونه 

(Ω) ( 9مطابق رابطه )محاسبه زیر صورتبه 

  :شودمی

(23) 𝑑𝑖
(Ω)

= ∑ 𝜆𝜏𝜖𝜏𝜓𝜏(||𝑥𝑖 − 𝑊ℎ𝑖||
[𝑡−1])

𝜏∈Ω

 

 وزن یک دارای هدف تابع از بخش هر( 22در واقع، در رابطه )

𝑑(𝜏) شکل زیر بازنویسی کردتوان آن را بهاست؛ بنابراین می: 

(20) 
min
𝑊,𝐻

max
𝜆

∑ 𝜆𝜏𝜖𝜏 ∑ 𝑑𝑖
(𝜏)

𝑛

𝑖=1

||𝑥𝑖 − 𝑊ℎ𝑖||
2,

𝜏∈Ω

𝑠. 𝑡.    𝑊, 𝐻, 𝜆 ≥ 0, ||𝜆||
1

= 1   
𝑑𝑖که در آن وزن نمونه برابر

(𝜏)
= 𝜓𝜏(||𝑥𝑖 − 𝑊ℎ𝑖||

[𝑡−1]) 

Ω. اگر است = {1,2, 𝑐𝑎𝑢} :آنگاه 
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داده یبندخوشه یبرا  

(20) 

min
𝑊,𝐻

max
𝜆

𝜆1𝜖1 ∑ 𝑑𝑖
(1)

𝑛

𝑖=1

||𝑥𝑖 − 𝑊ℎ𝑖||
2

+ 𝜆2𝜖2 ∑ 𝑑𝑖
(2)

||𝑥𝑖 − 𝑊ℎ𝑖||
2

𝑛

𝑖=1

+ 𝜆𝑐𝑎𝑢𝜖𝑐𝑎𝑢 ∑ 𝑑𝑖
(𝑐𝑎𝑢)

𝑛

𝑖=1

 ||𝑥𝑖 − 𝑊ℎ𝑖||
2,

𝑠. 𝑡.     𝑊, 𝐻, 𝜆 ≥ 0, ||𝜆||
1

= 1  
𝑑𝑖 به ترتیب ضرایب که در آن 

(1)
=

1

||𝑥𝑖−𝑊ℎ𝑖||
 ،𝑑𝑖

(2)
= و  1

𝑑𝑖
(𝑐𝑎𝑢)

=
1

||𝑥𝑖−𝑊ℎ𝑖||2+𝛾2  .توان فرمول را ، میدرنهایتاست

  :شده زیر بازنویسی کردتجمیع صورتبه

(26) 

min
𝑊,𝐻

max
𝜆

∑(𝜆1𝜖1𝑑𝑖
(1)

+ 𝜆2𝜖2

𝑛

𝑖=1

+ 𝜆𝑐𝑎𝑢𝜖𝑐𝑎𝑢𝑑𝑖
(𝑐𝑎𝑢)

)||𝑥𝑖

− 𝑊ℎ𝑖||
2

= ∑ 𝑑𝑖
(Ω)

𝑛

𝑖=1

||𝑥𝑖

− 𝑊ℎ𝑖||
2

,   𝑠. 𝑡.     𝑊, 𝐻, 𝜆

≥ 0, ||𝜆||
1

= 1 
𝑑𝑖 که در آن 

(Ω)
= 𝜆1𝜖1𝑑𝑖

(1)
+ 𝜆2𝜖2 + 𝜆𝑐𝑎𝑢𝜖𝑐𝑎𝑢𝑑𝑖

(𝑐𝑎𝑢) .

سترش داد تا دلخواه گتوان بها میر Ω شایان ذکر است که مجموعه

دار بندی وزنهر توزیع مطلوبی را دربرگیرد و از این فرمول

 .یکپارچه برای مدیریت آن استفاده کرد

 گراف دو تصادفی سازمنظم 3-3
له ، مسئنوفهقطعیت آماری مربوط به الگوی پس از مدیریت عدم

گراف  NMF شود. درها مربوط میدوم به ساختار روابط میان نمونه

، کیفیت نمایش نهفته به کیفیت گراف شباهت وابسته منظم شده

جاد ها ایاست. اگر گراف اولیه روابط نادرست یا ناقصی میان نمونه

ساز گراف وارد فضای نهفته تواند از طریق منظمکند، این خطا می

عنوان یک ساختار ، در این پژوهش گراف اولیه بهروازاینشود. 

اولیه  عنوان یک تخمیند؛ بلکه بهشوکاملاً صحیح و ثابت فرض نمی

و یک ماتریس شباهت  شدهگرفتهها در نظر از روابط نمونه

شده و دوتصادفی در طول فرآیند یادگیری از آن استخراج اصلاح

در مدل  موردتوجهقطعیت شود. این بخش، سطح دوم عدممی

 .کندقطعیت ساختاری، را مدیریت میپیشنهادی، یعنی عدم

 NMF مدل 𝐻و  𝑊 هایمنفی بر ماتریسناد قیود به دلیل وجو

ائه کند. ار 𝑋 از ماتریس داده مبتنی بر اجزاءقادر است یک نمایش 

 تصاویر و اسناد ی )همچونمنفناهای رای دادهب NMFرو، ازاین

 به تنسب تریمناسب شناختیروان و فیزیولوژیک چهره( تفسیر

ا ساختار کلی تنه NMF ،حالبااین. دهدمی ارائه دیگر هایروش

 .پردازدینم هانمونهو به روابط محلی بین  کندرا مدل می 𝑋 داده

 NMF از گراف منظم شدهبرای رفع این ضعف، چندین گونه 

 .اندشدهارائه

ت که روابط محلی اس GNMF [43]های شاخص، یکی از نسخه

ه ترین همسایزدیکن-k ها را با استفاده از گرافمیان نمونه

 :کندمی حل را زیرئله مس GNMF. کندسازی میلمد

(20) min
𝑊,𝐻

||𝑋 − 𝑊𝐻||𝐹
2 + 𝛾𝑇𝑟(𝐻𝐿𝑆𝐻𝑇),

𝑠. 𝑡. 𝑊, 𝐻 ≥ 0 
𝐿𝑆 که در آن = 𝑈𝑆 − 𝑆  ،گراف لاپلاسین𝑆 شباهت واتریس م 𝑈𝑆 

𝑈𝑖𝑖 درجه با عناصر قطری یسماتر = ∑ 𝑆𝑖𝑗
𝑛
𝑗  .در رابطه بالا، است

 اصلهف بیشتر، شباهت با هایینمونه که کندمی تضمین دوممله ج

 هاییویژگ ،ترتیباینبه و باشند داشته کمتری در فضای پنهان

 .شود لحاظ مدل در داده محلی هندسی

سیار همسایه ب نیترکینزد-k شده توسطحال، گراف ساختهبااین

ت پذیری کافی اسساده و در بسیاری از موارد فاقد قدرت تفکیک

خوبی بازنمایی کند. ساختار واقعی داده را بهتواند و نمی

براین، گراف ورودی در فرآیند تجزیه ثابت است و علاوه

شود. در این مقاله، هدف ساخت یک گراف روزرسانی نمیبه

ای که نتیجه گونهاست، به NMF تر برای ارتقای عملکردباکیفیت

یه اول فگرا یک داشتن با یابد؛ بنابراین، بهبود نیز بندیخوشه

بر اساس  𝑆 ترباکیفیت ماتریس شباهت شودیمتلاش ، 𝐺کیفیت کم

 .یاد گرفته شودآن 

ان دو نمونه متناظر را نشان یان شباهت ممیز Sه یمقدار هر درا

 𝑆 د ماتریسین قیاست؛ ا یکو مجموع هر سطر آن برابر  دهدیم

ل یتبد هانمونهر یهر نمونه بر سا یگیع احتمال همسایبه توزرا 

𝑆1𝑛این بدان معناست که  ؛کندیم = 1𝑛 1که𝑛  یهامولفهبردار با 

𝐿𝑆نوشت  توانیمو بنابراین تمام یک است  = 𝑈𝑆 − 𝑆 = 𝐼 −

𝑆 .اید میزان شباهت بین نقاط را بازتاب دهد، بنابراین ب  همچنین

𝑆 لازم است نامنفی و متقارن باشد؛ یعنی = 𝑆𝑇  و𝑆 ≥ 0 .
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عنوان ماتریس به پژوهش ها در ادبیاتماتریسی با این ویژگی

 هیچ گراف،طبق نظریه  علاوهبه. [44] شودشناخته میتصادفی دو

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑆)بنابراین  باشد؛ متصل خودش به نباید رأسی = با . 0

 زیرتوان با حل مسئله را می 𝑆ماتریس  فوق، قیوداعمال مجموعه 

 : یاد گرفت 𝐺ورودی  گراف از

(20) min
𝑆

||𝑆 − 𝐺||𝐹
2 , 𝑠. 𝑡. 𝑆 ≥ 0, 𝑆 = 𝑆𝑇 , 𝑆𝟏𝑛

= 𝟏𝑛 , 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑆) = 0 
قطعیت در یک چارچوب واحد با یکدیگر اکنون دو سطح عدم

از  قطعیت آماری ناشیتوزیعی، عدم استوارشوند. بخش ترکیب می

دهی را از طریق چند تابع زیان و وزن نوفهناشناخته بودن الگوی 

ساز گراف کند؛ در مقابل، منظممدیریت می هاآنتطبیقی 

قطعیت ساختاری ناشی از ناکامل یا نامناسب بودن دوتصادفی، عدم

کند. گراف اولیه را با یادگیری یک ماتریس شباهت جدید کنترل می

بنابراین، دو مؤلفه مدل نقش یکسانی ندارند و صرفاً دو جمله 

ه اول بر میزان اعتماد باند: مؤلفه مستقل به تابع هدف اضافه نشده

و مؤلفه دوم بر سازگاری روابط  یانوفهخطای بازسازی در شرایط 

ها در فضای نهفته تمرکز دارد. هدف مدل پیشنهادی، یادگیری نمونه

با ترکیب  .این دو جنبه در یک فرآیند تجزیه واحد است زمانهم

به شکل زیر  DRNMF-bS تجزیه ، چارچوبمؤلفهاین دو 

 :شودمیپیشنهاد 

(29) 

min
𝑊,𝐻,𝑆

max
𝜆

∑ 𝜆𝜏||𝑋 − 𝑊𝐻||
2,𝜏

𝜏∈Ω

+ 𝛼𝑇𝑟(𝐻𝐿𝑆𝐻𝑇)

+ 𝛽||𝑆 − 𝐺||
𝐹

2
,   

 𝑠. 𝑡. 𝑊, 𝐻,  𝜆, 𝑆 ≥ 0, ||𝜆||
1

= 1,

𝑆 = 𝑆𝑇 , 𝑆𝟏𝑛

= 𝟏𝑛 , 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑆) = 0 
 سازمنظموزن جمله  𝛼؛ هستندپارامترهای تنظیم  𝛽و  𝛼 که در آن

س شباهت یاز ماتر یریگبهرهه با ک کندیمنترل کنه را یخم

نهفته حفظ  یرا در فضا هاداده ی، ساختار محلS شدهآموخته

س یه ماترک کندیمنترل کن جمله برازش را وز  𝛽 ، وکندیم

 .داردیمنگه  یکنزد G هیرا به گراف اول S شدهآموختهشباهت 

دهد که مدل پیشنهادی تنها یک ترکیب ثابت ( نشان می29رابطه )

مایش داده را یاد ن 𝐻و  𝑊 متغیرهایاز چند تابع زیان نیست. 

زان اهمیت نسبی توابع زیان را در چارچوب می λگیرند، می

ها ختار ارتباطی میان نمونهسا Sکند، و حداکثر تعیین می–حداقل

صورت مشترک ، سه جزء اصلی مدل بهروازاینکند. را اصلاح می

یت توزیعی برای مدیر جمله استواربا یکدیگر تعامل دارند: 

 هایقطعیت آماری، بازنمایی نامنفی برای استخراج ویژگیعدم

نهفته، و یادگیری گراف دوتصادفی برای حفظ و اصلاح ساختار 

 .هندسی داده

نکته مهم در چارچوب : های تطبیقی در فرآیند یادگیرینقش وزن

صرفاً ضرایبی برای تعیین سهم  λ هایپیشنهادی آن است که وزن

ا و صورت پویدر تابع هدف نیستند، بلکه به نهایی توابع زیان

گیری نمایش با یادگیری عوامل تجزیه، در فرآیند شکل زمانهم

( بیان شد، وزن 23که در رابطه ) گونههماننهفته نقش دارند. 

دار توابع زیان و خطای بازسازی ها بر اساس ترکیب وزننمونه

موجب تغییر  λ هایرو، تغییر وزنشوند. ازاینفعلی محاسبه می

 ماتریس ازآنجاکهشود. می D تغییر ماتریس درنتیجهها و وزن نمونه

D  روزرسانیدر روابط به W و H شود، مقداروارد می λ  در هر

و میزان تغییر عوامل تجزیه در مراحل  برجهتتواند مرحله می

موجب تغییر خطاهای  H و W بعدی اثر بگذارد. در مقابل، تغییر

مؤثر  λ و این تغییرات نیز در تعیین مقادیر جدید شدهبازسازی

دو فرآیند  H و W و یادگیری عوامل λ هستند. بنابراین، یادگیری

ونده بر صورت متقابل و تکرارشمستقل از یکدیگر نیستند، بلکه به

 .گذارندیکدیگر اثر می

سازی مدل پیشنهادی شود که فرآیند بهینهاین ویژگی باعث می

 λ یتر، هر مقدار میاناهیتی مسیرمحور داشته باشد. به بیان دقیقم

دهی توابع زیان نیست، بلکه با تنها بیانگر وضعیت موقت وزن

در مرحله  H و W ها، وضعیت متغیرهایاثرگذاری بر وزن نمونه

در طول  λ ، دنباله مقادیردرنتیجهکند. بعدی را نیز تعیین می

در فضای  H و W د مسیر حرکتتوانتکرارهای الگوریتم می

نیز مسیر تغییرات  H و W تصمیم را شکل دهد و متقابلاً وضعیت

را  λ و W ،H ،S  را تعیین کند. از این منظر، متغیرهای λ بعدی

توان اجزای یک فضای تصمیم مشترک در نظر گرفت که در آن می

 .یادگیری هر جزء به وضعیت سایر اجزا وابسته است

گی در مسئله حاضر، که نسبت به متغیرهای تجزیه اهمیت این ویژ

شود. در چنین مسائلی، هدف غیرمحدب است، بیشتر نمایان می

صرفاً یافتن یک مجموعه وزن نهایی برای ترکیب توابع زیان نیست؛ 
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 یساز گراف دوتصادفبر منظم یمبتن یعیاستوار توز ینامنف یسیماتر هیتجز دیروش جد کی

داده یبندخوشه یبرا  

ها با عوامل تجزیه در طول فرآیند بلکه نحوه تعامل این وزن

د. ل اثرگذار باشتواند بر نقطه ایستای حاصسازی نیز میبهینه

بنابراین، برتری سازوکار پیشنهادی صرفاً ناشی از در اختیار داشتن 

 نیست، بلکه از یادگیری تطبیقی سهم زمانهمطور چند تابع زیان به

شود. این توابع در حین یادگیری نمایش نیز ناشی می

ه شوندپیشنهادی یک ابرپارامتر تنظیم درروش λ، دیگرعبارتبه

ر نیست، بلکه بخشی از فرآیند یادگیری است که توسط کارب

متناسب با وضعیت فعلی داده و خطای بازسازی، سهم توابع زیان 

اثر  H و W سازی عواملبر مسیر بهینه زمانهمرا تعیین کرده و 

 .گذاردمی

 یسازنهیبه 3-۴

نسبت  زمانهم صورتبه (29)پیشنهادی  مدل نهیهزتابع  ازآنجاکه

تواند با سازی مستقیم آن میمحدب نیست، بهینه 𝐻و  𝑊 به

های غیربهینه رو شود و احتمال رسیدن به جوابهایی روبهچالش

ئله زیرمس چنداصلی را به  مسئلهوجود دارد. برای رفع این مشکل، 

، نسبت هارمتغیسایر  داشتننگهکنیم که هر یک، با ثابت تقسیم می

رت صوبه ن اساس، متغیرها. بر ایاستبه یکی از متغیرها محدب 

، شوند. در هر تکرارروزرسانی میتکراری و یکی پس از دیگری به

متغیرها، از روش گرادیان کاهشی برای  سایر داشتننگهبا ثابت 

سازی کنیم تا فرایند بهینهروزرسانی متغیر دیگر استفاده میبه

 .تدریج به یک جواب مناسب همگرا شودبه

، لازم است شرایط بهینگی یروزرسانبهده قبل از استخراج قاع

با قید نامنفی بودن  یامسئلهبرای  (KKT)تاکر -کوهن-کاروش

min مرور شود. برای یک مسئله کلی به شکل 𝑓(𝑋) شرطبه 𝑋 ≥

𝑋ضریب لاگرانژ متناظر با قید  Θ، اگر 0 ≥ باشد، تابع لاگرانژی  0

 :شودیمزیر تعریف  صورتبه
ℒ(𝑋, Θ) = 𝑓(𝑋) − 𝑇𝑟(Θ𝑇𝑋) 

 :[45]از  اندعبارتبرای این مسئله  KKTشرایط 

(i) 
𝜕𝑓

𝜕𝑋
− Θ = 0 

(ii) 𝑋 ≥ 0 
(iii) Θ ≥ 0 
(iv) Θ ⊙ 𝑋 = 0 

با  𝑊 روزرسانیبه فرمولآوردن دستبرای به: 𝐖 یروزرسانبه

 با استفاده از عملگرتوان ( را می29تابع هدف ) ،MURروش 

Trace ضرایب لاگرانژ ؛ سپس،زنویسی کردبا 𝚯  و𝚽  را تعریف

 د: کننا تضمین میر 𝐻و  𝑊 ترتیب نامنفی بودنکه بهکنیم می

(35) 

ℒ = 𝑇𝑟(𝑋𝒟𝑋𝑇 − 2𝑋𝒟𝐻𝑇𝑊𝑇

+ 𝑊𝐻𝒟𝐻𝑇𝑊𝑇)
+ 𝛼𝑇𝑟(𝐻𝐿𝑆𝐻𝑇)
+ 𝛽𝑇𝑟(𝑆𝑆𝑇 − 2𝑆𝐺𝑇

+ 𝐺𝐺𝑇) − 𝑇𝑟(𝚯𝑇𝑊)
− 𝑇𝑟(𝚽𝑇𝐻),   

Θ که در آن، = [θ𝑖𝑗]  وΦ = [ϕ𝑖𝑗]  ماتریس ضرایب لاگرانژ برای

𝑤𝑖𝑗 قیود  ≥ ℎ𝑖𝑗و 0   ≥ هستند. با گرفتن مشتق جزئی نسبت   0 

 :اریمد 𝑊 به

(31) 𝜕ℒ

𝜕𝑊
= −2𝑋𝒟𝐻𝑇 + 2𝑊𝐻𝒟𝐻𝑇 − Θ,   

، از شرط 𝑊( نسبت به متغیر 29بر مسئله ) KKTبا اعمال شرایط 

(i) ( داریم:31و رابطه ) 

(32) Θ = −2𝑋𝒟𝐻𝑇 + 2𝑊𝐻𝒟𝐻𝑇 ,   

𝑊، یعنی (𝑖𝑣)ی شرط مکملاین رابطه در  یگذاریجابا  ⊙ Θ =

 شود:، معادله زیر حاصل می0

(33) 𝑊 ⊙ −2𝑋𝒟𝐻𝑇 + 2𝑊𝐻𝒟𝐻𝑇 = 0, 

 𝑊 روزرسانی زیر برایانون به، قMURبه روش  (33) حل با

 :شوداصل میح

(30) 𝑊 ← 𝑊 ⊙
𝑋𝒟𝐻𝑇

𝑊𝐻𝒟𝐻𝑇
 

نجام ا )هادامارد( صورت مؤلفه به مؤلفهکه در آن ضرب و تقسیم به

 شود.می

استخراج قاعده  یب، برایترت نیبه هم: 𝐇 یروزرسانبه

( 35) یتابع لاگرانژ ی، لازم است مشتق جزئ𝐻 ریمتغ یروزرسانبه

ن تابع شامل دو بخش است: بخش یمحاسبه شود. ا 𝐻 نسبت به

گراف. مشتق بخش  سازمنظمو بخش  موزون یبازساز یخطا

 دستبهر یز صورتبه، 𝑊  یبرا شدهیطر ی، مشابه با مسیبازساز

 :دیآیم
𝜕[𝑇𝑟(𝑋𝐷𝑋𝑇 − 2𝑋𝐷𝐻𝑇𝑊𝑇 + 𝑊𝐻𝐷𝐻𝑇𝑊𝑇)]

𝜕𝐻
= −2𝑊𝑇𝑋𝒟
+ 2𝑊𝑇𝑊𝐻𝒟,              

ن اتحاد استاندارد جبر یگراف، از ا سازمنظممشتق بخش  یبرا

 مشتق، 𝑀 س متقارنیهر ماتر یبرا که شودیماستفاده  یسیماتر

𝑇𝑟(𝐻𝑀𝐻ᵀ)  نسبت به  𝐻2 ابر است بابر𝐻𝑀 .س یماتر ازآنجاکه



 

 106 

 ۱۴۰۵ستان پاییز و زم، دومسال چهارم، شماره . ماشینی های نظری و کاربردی هوشپژوهش

 

 

 یساز گراف دوتصادفبر منظم یمبتن یعیاستوار توز ینامنف یسیماتر هیتجز دیروش جد کی

داده یبندخوشه یبرا  

𝐿𝑆 نیلاپلاس = 𝑈𝑆 − 𝑆 ون هم)چ متقارن است 𝑈𝑆 و هم 𝑆  متقارن

 :می، دارد(هستن
∂[Tr(HLSHᵀ)]

∂H
= 2HLS = 2H(US − S)

= 2HUS − 2HS 
، مشتق کامل تابع αبا ترکیب دو بخش فوق و با افزودن وزن 

 :شودیمزیر حاصل  صورتبه 𝐻لاگرانژی نسبت به 
𝜕ℒ

𝜕𝐻
= −2𝑊𝑇𝑋𝒟 + 2𝑊𝑇𝑊𝐻𝒟 + 2α𝐻𝑈𝑆 − 2α𝐻𝑆

− Φ,             
ب ی، ضرKKT ییستاین مشتق طبق شرط ایبا برابر صفر قرار دادن ا

 :دیآیمبه دست  𝜱لاگرانژ 

Φ = −2𝑊𝑇𝑋𝒟 + 2𝑊𝑇𝑊𝐻𝒟 + 2α𝐻𝑈𝑆 − 2α𝐻𝑆 
⊙ 𝐻 یملکسپس با اعمال شرط م  𝛷 =  :میدار 0 

𝐻 ⊙ (−2𝑊𝑇𝑋𝒟 + 2𝑊𝑇𝑊𝐻𝒟 + 2α𝐻𝑈𝑆

− 2α𝐻𝑆) = 0 
 حاصل ریز یروزرسانبهقاعده  MURشکل ن رابطه به یا ییبازآرابا 

 :شودیم

(30) 𝐻 ← 𝐻 ⊙
𝑊𝑇𝑋𝒟 + 𝛼𝐻𝑆

𝑊𝑇𝑊𝐻𝒟 + 𝛼𝐻𝑈𝑆

   

را بر اساس  𝑆با فرض ثابت بودن سایر متغیرها، : 𝐒 روزرسانیبه

 به دست آورد:  توانیمتابع هدف زیر 

(36) 
min

𝑆
𝛼𝑇𝑟(𝐻𝐿𝑆𝐻𝑇) + 𝛽||𝑆 − 𝐺||𝐹

2 , 𝑠. 𝑡. 𝑆

≥ 0, 𝑆 = 𝑆𝑇 ,
𝑆𝟏𝑛 = 𝟏𝑛 , 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑆) = 0 

𝑀با تعریف  = 𝐺 +
𝛼

2𝛽
𝐻𝑇𝐻  انتویمزیر  صورتبهمسئله بالا را 

 بازنویسی کرد: 

(30) min
𝑆

||𝑆 − 𝑀||
𝐹

2
, 𝑠. 𝑡.  𝑆 ≥ 0, 𝑆 = 𝑆𝑇 ,

𝑆𝟏𝑛 = 𝟏𝑛 , 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑆) = 0  
آن را به دو زیرمسئله زیر تقسیم  توانیم، (30)حل مسئله  جایبه

 کرد:

(30) min
𝑆

||𝑆 − 𝑀||𝐹
2 , 𝑠. 𝑡. 𝑆 = 𝑆𝑇 , 𝑆𝟏𝑛

= 𝟏𝑛    

(39) min
𝑆

||𝑆 − 𝑀||𝐹
2 , 𝑠. 𝑡. 𝑆 ≥ 0, 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑆)

= 0    
از  𝑆1 ( ابتدا1: شوندیمسپس دو زیرمسئله بالا به ترتیب زیر حل 

در  (39)در زیرمسئله  𝑀 عنوانبهآمده و  دستبه (30)زیرمسئله 

و  شدهحل (39)از زیرمسئله  𝑆2 ،ازآنپس( 2؛ شودیمنظر گرفته 

؛ این کار تا شودیمدر نظر گرفته  (30)در زیرمسئله  𝑀 عنوانبه

حل بهینه  [46]. بر اساس شودیمرسیدن به همگرایی تکرار 

 برابر است با:  (30)زیرمسئله 

(05) 
S1 = M +

n + 1n
TM1n

n2
1n1n

T −
1

n
M1n1n

T

−
1

n
1n1n

TM 
 :دیآیماز رابطه زیر به دست  سادگیبه (39)زیرمسئله  همچنین

(01) 𝑆2 = max(𝑀, 0) , 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑆2) = 0 

( 29سازی )ایده اصلی برای حل مسئله بهینه: هاوزن روزرسانیبه

آن است که در هر تکرار، بدترین حالت کمینه شود. بنابراین، باید 

ر تکرار آن را د شودو تلاش  یافتهمقادیر میان توابع هدف را  بیشینه

، در هر تکرار، اگرچه تمامی توابع دیگربیانبه. ادبعدی کاهش د

باید در تکرار بعدی از  هاآنترین یابند، بزرگهدف کاهش می

–اهمیت بیشتری برخوردار باشد. به همین دلیل، از الگوریتم فرانک

شود روش گرادیان شرطی نیز شناخته می باناموولف که 

 .است شدهاستفاده

انتخاب این روش بر پایه سه ویژگی ساختاری مسئله استوار است. 

خطی است و مجموعه شدنی  λ نخست، تابع هدف داخلی نسبت به

، یک مجموعه {λ≥0,∥λ∥1=1}آن، یعنی سیمپلکس احتمالاتی 

حل زیرمسئله  محدب و فشرده است؛ برای این دسته از مسائل،

 argوولف در هر تکرار به یک عملیات ساده-شده فرانکخطی

max ی رئوس سیمپلکس )یعنی انتخاب بردار روone hot  متناظر

یابد و نیازی به حل ترین مقدار تابع هدف( تقلیل میبا بزرگ

نی های مبتسازی اضافی ندارد. دوم، برخلاف روشزیرمسئله بهینه

در هر گام مستلزم تصویر کردن نقطه  که بر گرادیان تصویری

سازی آمده بر روی سیمپلکس )عملیاتی با نیاز به مرتبدستبه

|𝑂(|Ωبا مرتبه پیچیدگی  هامؤلفه log|Ω|)وولف -( هستند، فرانک

)هزینه محاسباتی  نیاز استاز این هزینه محاسباتی اضافه بی

𝑂(|Ω|))  کند کهتضمین می حالدرعینو 𝜆[𝑡] کرارها در تمامی ت

با  وولف-درون سیمپلکس باقی بماند. سوم، ساختار گام فرانک

 استوار چارچوب بر حاکم حداکثر–سازی حداقلفلسفه بهینه

 ریبیشت وزن تکرار، هر در: است سازگار طبیعی طوربه توزیعی

یابد که در همان گام، به تابع زیانی اختصاص می تدریجی صورتبه

به خود  Ω اعضای مجموعه ابهامبیشترین مقدار را در میان 

اختصاص داده است؛ این رفتار معادل ریاضی همان رویکرد بدبینانه 
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( بر پایه 10سازی بیشینه زیان موردانتظار( است که مسئله ))کمینه

 ازنظرها تنوولف نه-ترتیب، فرانکاینبندی شده است. بهآن فرمول

لکه اص است، بمحاسباتی کاراترین انتخاب برای این زیرمسئله خ

سازی طور مستقیم با معنای نظری بهینهتفسیر عملیاتی آن نیز به

 .راستا استاستوار توزیعی هم

𝜆𝜏بر این اساس، الگوریتم را با 
[0]

=
1

|Ω|
𝜏 برای تمام  ∈ Ω 

∗𝑝 همچنین. کنیممقداردهی اولیه می = arg max𝜏∈Ω||𝑋 −

𝑊𝐻||
2,𝜏

∗𝜆و   
[𝑡]  کنیم که تنها یک عنوان برداری تعریف میرا به

ام برابر یک بوده و در -t تکرار در مؤلفه آن و دارد غیرصفرمؤلفه 

ام مطابق -t+1 را در تکرار ها𝜆𝜏 قرار دارد. سپس تمامی ∗𝑝 محل

  :کنیممی روزرسانیبه زیررابطه 

(02) 𝜆[𝑡+1] = (1 − 𝜂)𝜆[𝑡] + 𝜂𝜆∗
[𝑡] 

||𝜆|| با توجه به اینکهبراساس این فرمول و   = شاهده ، م1

 عدیب تکرار در هزینه تابعمتناظر با بیشینه  𝜆 کنیم که مقدارمی

 زینهه توابع سایر به مربوط مقادیر کهدرحالی یافت، خواهد افزایش

شود؛ کنترل می 𝜂پارامتر  توسط تغییرات این نرخ. یابندمی کاهش

 یشینهبباعث تأکید بیشتر بر تابع هزینه  𝜂 ترکه مقادیر بزرگطوریبه

یزان تری در متر تغییرات آهستهمقابل، مقادیر کوچک در و گردد،می

𝜂 کنند. توجه شود که در تمامی حالات،توجه ایجاد می ∈ (0,1) 

به  DRNMF-bSالگوریتم پیشنهادی  یروزرسانبهمراحل  .است

 است. شدهارائه Algorithm 2در  کدشبهشکل 

 تحلیل پیچیدگی محاسباتی 3-۵
تر هزینه محاسباتی روش پیشنهادی، در این منظور ارزیابی دقیقبه

صورت بخش پیچیدگی زمانی مراحل مختلف الگوریتم به

، همچنینشود. تاندارد مقایسه میاس NMF جزء تحلیل و باجزءبه

ی و اهای مقایسهمرتبه پیچیدگی کلی روش پیشنهادی با روش

 .شودموردنیاز آن نیز بررسی می پیچیدگی حافظه

 الف: تحلیل مرتبه پیچیدگی زمانی

عداد عوامل ت 𝑟و ها عداد نمونهت 𝑛 ها،تعداد ویژگی 𝑚 فرض کنید

، ابتدا 𝐷ی روزرسانی ماتریس وزن قطردر مرحله به. نهفته باشد

شده و سپس وزن متناظر آن خطای بازسازی هر نمونه محاسبه

 ربضمحاسبه خطاها مستلزم تشکیل حاصل شود.روزرسانی میبه

𝑊𝐻 ست که دارای هزینها 𝑂(𝑚𝑛𝑟) سایر عملیات شامل است .

ای تنها هزینه جمع، تفریق و تقسیم روی عناصر قطری ماتریس

 روزرسانیها دارند. بنابراین پیچیدگی بهخطی نسبت به تعداد نمونه

𝐷 از مرتبه 𝑂(𝑚𝑛𝑟) خواهد بود. 
Algorithm 2. Optimization procedure of the proposed 

DRNMF-bS algorithm 

Input: data matrix 𝑋, latent factor 𝑟, ambiguity set 𝛺, 

regularization paramethers 𝛼 and 𝛽; 

 

Output: basis matrix 𝑊 and representation matrix 𝐻; 

 

1: Initialize 𝑊 and 𝐻 randomly,𝜆 𝜏 =  
1

|𝛺|
 , ∀𝜏 ∈  𝛺; 

2: Compute similarity graph 𝐺, 𝑆 = 𝐺; 

3: while convergence not reached do 

4: for i=1 to n: 

5: Compute𝑑𝑖
(Ω)

 according to (26); 

6: end for; 

7: Update instance weight matrix 𝐷 using𝐷𝑖𝑖 = 𝑑𝑖
(Ω)

; 

8: Update basis matrix 𝑊 according to (34); 

9: Update representation matrix 𝐻 according to (35); 

10: Update weights 𝜆 according to (42); 

11: Update matrix 𝑆 using (40) and (41) alternately; 

12: end while 

13: return 𝑊 and 𝐻; 

محاسبه ، عملیات غالب شامل W روزرسانی ماتریس پایهدر به

𝑋𝐷𝐻𝑇هایعبارت یک ماتریس  D ازآنجاکهاست.  𝑊𝐻𝒟𝐻𝑇و  

 و محدودشدهها بندی ستونقطری است، ضرب آن تنها به مقیاس

پیچیدگی  درنتیجهکند. ی ایجاد نمیتوجهقابلهزینه اضافی 

طور مشابه، در مرحله به. است 𝑂(𝑚𝑛𝑟) برابر با W روزرسانیبه

خواهد  𝑂(𝑚𝑛𝑟) پیچیدگی از مرتبههم  H روزرسانی ماتریسبه

 .بود

 ، ابتدا ماتریسS روزرسانی ماتریس شباهت دوتصادفیبرای به

𝑀 = 𝐺 +
𝛼

2𝛽
𝐻𝑇𝐻 شود. هزینه تشکیلمحاسبه می 𝐻𝑇𝐻برابر با 

𝑂(𝑛2𝑟) ( تنها عملیات 01( و )05است. سپس بر اساس روابط ،)

گذاری عنصر آستانهسازی و جمع، ضرب ماتریس در بردار، نرمال

هستند.  𝑂(𝑛2) شود که همگی دارای هزینهبه عنصر انجام می

 𝑂(𝑛2𝑟) برابر با S روزرسانیبنابراین پیچیدگی غالب مرحله به

، پیچیدگی محاسباتی هر تکرار الگوریتم پیشنهادی درنتیجه. است

𝑂(𝑚𝑛𝑟با  برابر + 𝑛2𝑟)  .اگر تعداد تکرارهای خواهد بود

 باشد، پیچیدگی کل روش پیشنهادی برابر با t م برابرالگوریت

𝑂(𝑡(𝑚𝑛𝑟 + 𝑛2𝑟))  پیچیدگی مراحل  1است. جدول

استاندارد  NMFالگوریتم پیشنهادی را با الگوریتم  یروزرسانبه

 .کندیممقایسه 
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استاندارد  NMF(: پیچیدگی زمانی الگوریتم پیشنهادی و ۱جدول )

 به ازای هر تکرار

DRNMF-bS Standard NMF  

𝐎(𝐦𝐧𝐫) O(mnr) Update W (MUR) 
𝐎(𝐦𝐧𝐫) O(mnr) Update H (MUR) 

𝐎(𝐦𝐧) O(mn) Form 

residuals/norms 
𝐎(𝐦𝐧𝐫) - Compute weight D 
𝐎(𝐧𝟐𝐫) - Update S 
𝐎(|𝛀|) - Update λ 

𝐎(𝐦𝐧𝐫 + 𝐧𝟐𝐫) O(mnr) Per-iteration total 

ه زمانی مرتب ازنظربرای اینکه کارایی الگوریتم پیشنهادی  همچنین

با  DRNMF-bSبهتر مشخص شود، مرتبه پیچیدگی زمانی نهایی 

 است. شدهگزارش 2در جدول  یاسهیمقا یهاروش

 یهاوشر(: مقایسه مرتبه پیچیدگی الگوریتم پیشنهادی با 2جدول )

 ایمقایسه

 الگوریتم یپیچیدگمرتبه  الگوریتم مرتبه پیچیدگی
𝐎(𝐦𝐧𝐫) Huber O(mnr) Frobenius 

𝐎(𝐦𝐧𝐫 + 𝐧𝟐𝐫) Elastic O(mnr) L2,1 
𝐎(𝐥𝐦𝐧𝐫 + 𝐦𝐧) DANMF O(mnr2) Cauchy 

𝐎(𝐦𝐧𝟐𝐫) DRNMF O(mnr) EWNMF 
𝐎(𝐩𝐦𝐧𝟐) SPLNMF O(mnr) rCIM 

𝐎(𝐦𝐧𝐫 + 𝐧𝟐𝐫) Proposed DRNMF-bS 

 پیچیدگی حافظهتحلیل مرتبه ب: 

 خشب این در پیشنهادی، روش محاسباتیمنظور ارزیابی هزینه به

 بررسی الگوریتم اصلی هایمؤلفه موردنیاز حافظه پیچیدگی

، 𝐻و  𝑊های ماتریس و 𝑋 داده ماتریس ابعاد به توجه با. شودمی

 مرتبه از ترتیببه هاماتریس این سازیذخیره برای موردنیازحافظه 

𝑂(𝑛𝑚) ،𝑂(𝑟𝑚)  و𝑂(𝑟𝑛) ماتریس وزن قطری چنینهمت. اس ،

𝐷  و ماتریس درجه𝑈𝑆  در صورت استفاده از نمایش برداری برای

از دارند. از سوی نی 𝑂(𝑛)ای از مرتبه عناصر قطری، تنها به حافظه

 روابط بازنویسی با گراف، سازمنظم عبارتدیگر، در محاسبه 

بردار درجه، نیازی به تشکیل صریح و  𝑆 شباهت ماتریس برحسب

 .ود نداردوج 𝐿𝑆ماتریس لاپلاسی 

متغیر و  𝑆در بخش یادگیری گراف، ماتریس شباهت دوتصادفی 

𝑛 ارای ابعادد 𝑀 کمکی × 𝑛 در صورت درنتیجهستند و ه ،

 𝑂(𝑛2) ای از مرتبهصورت چگال، هر یک به حافظهسازی بهذخیره

های روش پیشنهادی، تمامی مؤلفه یاز دارند. با در نظر گرفتنن

 صورتتوان بهمیرا  DRNMF-bS پیچیدگی کل حافظه

𝑂(𝑛𝑚 + 𝑟(𝑛 + 𝑚) + 𝑛2) پیچیدگی حافظه با مقایسه در 

NMF  پیچیدگی  استاندارد با𝑂(𝑛𝑚 + 𝑟(𝑛 + 𝑚))  .بیان کرد

 ادگیریی به مربوط مؤلفه به روش دو حافظهتفاوت اصلی در مرتبه 

 گردد.بازمی DRNMF-bS در گراف هایماتریس نگهداری و

دهد که روش پیشنهادی در مقایسه ، تحلیل فوق نشان میدرمجموع

ری و یادگی استوارهای روزرسانی وزندلیل بهتاندارد، بهاسNMF  با

ماتریس شباهت دوتصادفی، هزینه محاسباتی و حافظه بیشتری 

و ساختاری  واراستهای دارد. این هزینه اضافی ناشی از مؤلفه

ت. برای بررسی هزینه اس NMFچارچوب شده به افزوده

و  DRNMF-bS محاسباتی از دیدگاه عملی نیز، زمان اجرای

های مورد آزمایش دادهای بر روی مجموعههای مقایسهتمامی روش

است. بدین ترتیب،  شدهگزارش 9-0گیری و در بخش اندازه

 نظرازز دیدگاه نظری و هم ارزیابی پیچیدگی روش پیشنهادی هم ا

 .است شدهانجامزمان اجرای واقعی 

 مبانی نظری همگرایی 3-6

( را 29تر رفتار الگوریتم، تابع هدف رابطه )برای تحلیل دقیق

 کنیم:صورت زیر نمادگذاری میبه

(03) 

φ(W, H, S, λ) = ∑ 𝜆𝜏||𝑋 − 𝑊𝐻||
2,𝜏

𝜏∈Ω

+ 𝛼𝑇𝑟(𝐻𝐿𝑆𝐻𝑇)

+ 𝛽||𝑆 − 𝐺||
𝐹

2
 

 𝑠. 𝑡. 𝑊, 𝐻,  𝜆, 𝑆 ≥ 0, ||𝜆||
1

= 1,   𝑆

= 𝑆𝑇 , 𝑆1𝑛 = 1𝑛, 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑆)
= 0     

صورت یک طرح توان بهبا این نماد، الگوریتم پیشنهادی را می

 توصیف کرد: 𝑡دوگامه در هر تکرار 

گانه ، سه𝜆[𝑡] داشتن(: با ثابت نگهmin-step)سازی گام کمینه

(𝑊, 𝐻, 𝑆) و  30، 30روزرسانی بلوکی )روابط طی یک دور به

  شود.روز می( به05-01

 گانهسه داشتن(: با ثابت نگهmax-step)سازی گام بیشینه

(𝑊[𝑡+1], 𝐻[𝑡+1], 𝑆[𝑡+1]) بردار ،λ ( با یک گام 02طبق رابطه )

 شود.روز میوولف به-فرانک

 سئلهمبرای یک  افزایش تناوبی-این ساختار دقیقاً یک طرح کاهش

 مؤلفهغیرمحدب و  min مؤلفهحداکثر است که در آن -حداقل
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maxبودن دلیل خطی، بهφ  نسبت بهλ  روی سیمپلکس، مقعر )در

 واقع خطی( است.

 (Hو  W)کاهش یکنواخت تابع هدف در گام  ۱گزاره 

Ξ1(e)اند ازکاررفته در این مقاله عبارتتوابع زیان به فرض:  =

 e،Ξ2(𝑒)  =  𝑒² وΞ𝐶𝑎𝑢(𝑒)  =  𝑙𝑛(𝑒² +  𝛾²)ر این توابع . اگ

𝑢صورت تابعی از را به = 𝑒²  بنویسیم،یعنی𝜑𝜏(𝑢) ∶=

𝛯𝜏(√𝑢)هر سه تابع ، 𝜑1(𝑢) = √𝑢  ،𝜑2(𝑢) = 𝑢  و

𝜑𝐶𝑎𝑢(𝑢) = ln (𝑢 + 𝛾²)  روی𝑢 ≥  هستند. مقعر 0 

≤ uبرای هر  گزاره: 𝑢0 مرجع نقطههر و  0  > دلیل ، به0

 نامساوی مماس زیر برقرار است:، 𝜑𝜏 مقعربودن

(00) 𝜑𝜏(𝑢) ≤ 𝜑𝜏(𝑢0) + ψ𝜏(√𝑢0). (𝑢 − 𝑢0) 
( است )و 0شده در رابطه )همان تابع وزن تعریف ψ𝜏 که در آن

( 00رابطه )، درنتیجه ( است(.10( و )10در ) Dدقیقاً معادل روابط 

( برای half-quadratic majorizerدو )درجهسازِ نیمیک اکثریت

دار [. بنابراین، تابع وزن52کند ]تابع زیان فراهم میهر یک از سه 

Q ( با وزن26که در رابطه )های 𝑑𝑖
(Ω) شده از تکرارمحاسبه 𝑡 −

ساز سراسری برای شود، یک اکثریت( تعریف می23)طبق رابطه  1

𝜑𝜆(𝑊, 𝐻, 𝑆) :است، یعنی 

(00) 𝜑𝜆(𝑊, 𝐻, 𝑆)
≤ 𝜑𝜆(𝑊, 𝐻, 𝑆|𝑊𝑡−1, 𝐻𝑡−1), ∀(𝑊, 𝐻, 𝑆) 

( 30( و )30روزرسانی ضربی )قواعد به، [13] دیگر، طبق از سوی

( 26) دارمربعی وزن رمسئلهیزیک تابع کمکی برای  هیپاخود بر 

 کنند که:اند و تضمین میدست آمدهبه

(06) 𝑄(𝑊 [𝑡], 𝐻[𝑡]|𝑊 [𝑡−1], 𝐻[𝑡−1])

≤ 𝑄(𝑊[𝑡−1], 𝐻[𝑡−1]|𝑊[𝑡−1], 𝐻[𝑡−1]) 
 ( داریم:06( و )00با ترکیب )

(00) 

 

𝜑𝜆(𝑊[𝑡], 𝐻[𝑡], 𝑆[𝑡−1])

≤ 𝑄(𝑊[𝑡], 𝐻[𝑡]|𝑊[𝑡−1], 𝐻[𝑡−1])

≤ 𝑄(𝑊[𝑡−1], 𝐻[𝑡−1]|𝑊[𝑡−1], 𝐻[𝑡−1])

= 𝜑𝜆(𝑊 [𝑡−1], 𝐻[𝑡−1], 𝑆[𝑡−1]) 
، تابع هدف اصلی Hیا  Wروزرسانی یعنی هر گام به

 . دارددهد یا ثابت نگه میرا کاهش می 𝜑𝜆 دوی()غیردرجه

 (S)زیرمسئله  2گزاره 

 یرو F^2_〖||S-M||〗تابع محدب  کی یسازنهیکم( 30) مسئله

 محدب است: مجموعهاشتراک دو 

 C₁ = {S∶ S = Sᵀ,S1_n = 1_n} وابسته یرفضای( زالف

 C₂ = {S∶ S ≥ 0,diag(S) = 0}( مخروط محدب ب

 ریتصو کیکلاس تمیاز الگور یانمونه( 01)-(05) یتکرار طرح

به  S دنباله ییاست که همگرا (alternating projectionمتناوب )

 ازآنجاکه[. 03] کندیم نیرا تضم C_1∩C_2در  یشدن نقطه کی

اجرا  یدرون هر تکرار خارج «ییبه همگرا دنیتا رس»تناوب  نیا

در ( 30محدب ) رمسئلهیز کنندهنهیکم توانیرا م S^([t]) شود،یم

 شیافزا Sرا نسبت به بلوک  φ_λ زیگام ن نیا ،درنتیجهنظر گرفت؛ 

 .دهدینم

 (λتابع هدف در گام رفتار ) 3گزاره 

,𝑊)داشتن با ثابت نگه 𝐻, 𝑆) تابع ،𝜑  نسبت بهλ با  ؛خطی است

cτ تعریف = ||X − WH||2,τ رابطه ،𝜑(𝜆) = ∑ 𝜆𝜏𝑐𝜏 +𝜏

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡  .( 02وولف در رابطه )-گام فرانکبرقرار خواهد بود

 سازی خطی روی سیمپلکس استکلاسیک بیشینه قاعدهدقیقاً همان 

∗𝜆 ، که درآن[54]
[𝑡] ساز رأس بیشینه𝑒{𝑝  ازآنجاکهاست.  {∗

𝜑(𝜆[𝑡])  محدب ازیک ترکیب cτ است، داریم 𝜑(𝜆[𝑡]) ≤

𝑚𝑎𝑥𝜏𝑐𝜏 = 𝜑(𝜆∗
[𝑡]) :و بنابراین 

(00) 
φ(𝜆[𝑡+1]) = (1 − 𝜂)𝜑(𝜆[𝑡]) + 𝜂𝜑(𝜆∗

[𝑡])

≥ (1 − 𝜂)𝜑(𝜆[𝑡])

+ 𝜂𝜑(𝜆[𝑡]) = 𝜑(𝜆[𝑡]) 
,W)، تابع هدف را نسبت به λروزرسانی یعنی گام به H, S)  ًلزوما 

 .دهدکاهش نمیبه شکلی یکنواخت 

 λنسبت به  minدر گام  φدهند که نشان می 2و  1های گزاره

 maxدر گام  φدهد نشان می 3 گزارهکه یابد، درحالیافزایش نمی

 یابد.نمیکاهش به شکلی یکنواخت  لزوماً( W,H,Sنسبت به )

 پایدار خود نرسیده است باًیتقربه تخصیص  λتا زمانی که  درنتیجه

تواند بر کاهش می maxسهم گام )تکرارهای اولیه الگوریتم(، 

به شکل افزایش  تواندیمو این  غالب شود minحاصل از گام 

که مدل ازآنپساولیه خود را نشان دهد.  یهاگاممقدار خطا در 

کافی، یاد  اندازهبهتناسب با الگوی نوفه داده، را م 𝜆𝜏 یهاوزن

 .شوندیمغیرافزایشی مدل شروع  لزوماًگرفت آنگاه تکرارهای 

 یهااننوسو رفتار الگوریتم پیشنهادی به شکل  شدهبیانمطالب 

 است. شدهدادهنمایش  0اولیه در شکل  مدتکوتاه
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 یسازهیشبنتایج  -۴

 و کارایی روش میزان مقاومتمنظور ارزیابی جامع در این بخش، به

داده انجام مجموعه 12ای بر روی های گستردهپیشنهادی، آزمایش

مقایسه  NMF روش پایه و پیشرفته مبتنی بر 15داده و نتایج با 

با  اعتماد، هر روشای منصفانه و قابلشود. برای تضمین مقایسهمی

ت صورو نتایج به اجراشدهمقداردهی اولیه تصادفی متفاوت  15

اند تا اثر حساسیت به مقداردهی اولیه کاهش شدهگزارشمیانگین 

یابد. پارامترهای هر روش مطابق با مقادیر پیشنهادی در مقالات 

تا سازگاری با مطالعات پیشین حفظ شود.  اندشدهتنظیماصلی آن 

روی  بر میانگین-K بندی، الگوریتم استانداردبرای ارزیابی خوشه

 معیار متداول دوو عملکرد با استفاده از  شدهاعمال 𝐻 ماتریس

NMI  وACC  سنجیده شده است. این معیارها میزان انطباق

های واقعی را ارزیابی شده با برچسببینیهای پیشبرچسب

. بدین دهندبندی ارائه میکنند و تصویری جامع از کیفیت خوشهمی

پیشنهادی و  ای مستحکم و معنادار میان روشترتیب، مقایسه

صورت تصادفی ها بهماتریس .شودرویکردهای موجود تضمین می

تکرار  355روزرسانی ضربی طی مقداردهی اولیه شده و با قواعد به

 اند.روزرسانی شدهبه

 مورد آزمایش یهادادهمجموعه  ۴-۱
های داده معیار از حوزهمجموعه 12روش پیشنهادی بر روی 

و  نویسبندی ارقام دست، طبقهتشخیص چهره، تشخیص اشیاء

. است شدهارزیابی و تصویربرداری پزشکی پوشاک، تحلیل زیستی

های چهره شامل تصاویر خاکستری با شرایط نوری و دادهمجموعه

زوایای دید متفاوت هستند که برای افزایش کارایی محاسباتی تغییر 

 و MNIST ،USPS هایدادهمجموعه. اندشدهدادهاندازه 

Fashion-MNIST با استفاده –های کارآمدتر برای انجام آزمایش

 1555هایی با به زیرمجموعه -تصادفی در هر کلاس یبردارنمونهاز 

 های زیستی شاملدادهاند. مجموعهشدهدادهنمونه کاهش  1155تا 

Seeds و Ecoli دهند. بندی متنوعی را پوشش میظایف طبقهو

 شامل MedMNISTاز شده راجهای پزشکی استخدادهمجموعه

OrganA ،Blood  وPneumonia که قابلیت  هستند

یچیده عد و پبهای پرپذیری و انطباق روش پیشنهادی با دادهمقیاس

 شدهارائه 3 ها در جدولدادهمجموعه جزئیاتدهند. را نشان می

های متنوع، ارزیابی دقیق و دادهاست. استفاده از این مجموعه

جامعی از پایداری و کارایی روش پیشنهادی در کاربردهای واقعی 

 .کندفراهم می

 مورد آزمایش یهاداده(: توصیف و ابعاد مجموعه 3جدول )

تعداد 

 ویژگی

تعداد 

 دسته

تعداد 

 نمونه
 مجموعه داده کاربرد

 Yale چهرهتشخیص  160 10 1520
 ORL تشخیص چهره 055 05 1520
 COIL20 تشخیص اشیاء 1005 25 1520

 MNIST سینودستارقام  1555 15 000

 Fashion لباس 1555 15 000
 Seeds بیولوژی 215 3 0
 Ecoli بیولوژی 336 0 0

 USPS سینودستارقام  1155 15 206
 UMIST تشخیص چهره 000 25 600

 OrganA شکم اسکنیتیس 00035 11 000
 Blood گلبول قرمز 10592 0 2302

000 2 0006 
تصویر اشعه ایکس 

 قفسه سینه
Pneumonia 

 یاسهیمقا یهاروش ۴-2
 DRNMF-bS منظور بررسی و تأیید عملکرد روش پیشنهادیبه

مقایسه شده  NMF مدل مختلف 15ها، این روش با در نمایش داده

نمونه ر مبتنی بعنصر، مبتنی بر است که شامل رویکردهای مرسوم، 

نوع ای متها مجموعهباشند. این روشو مبتنی بر یادگیری عمیق می

ای متفاوت دهند که هر یک به شیوهها را تشکیل میاز تکنیک

 :اندشدهطراحیNMF  مقاومتافزایش پایداری و  باهدف

 Frobenius-NMFستاندارد : فرم اNMF انیکه تابع ز 

 یراب سهیمقا یعنوان مبناو به کندیم نهیرا کم یمربع یخطا

 رودیکار ماستوار به یهاحاصل از روش یبهبودها یابیارز

[13.] 

 L2,1-NMF :نسخه استوار از  کیNMF انیکه در آن تابع ز 

 [.32شده است ] نیگزیجا L2,1مربعات با نرم  نیکمتر

 Cauchy-NMF :عیروش عنصرمحور که با فرض توز کی 

کرد عمل دیشد یهانوفهدر برابر  ،یبازساز یخطا یبرا یکوش

 [.30دارد ] یمؤثر
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 EWNMF روش :NMF صیکه با تخص یآنتروپ یدهبا وزن 

 شیرا افزا یژگیمقاومت در سطح و ،یسازنهیبهقابل یهاوزن

 [.00] دهدیم

 rCIM-NMF :یرگیبهره با که محورنمونهروش استوار  کی 

اهش ک هیپرت را در تجز یهانمونه ریتأث ،یکورنتروپ اریاز مع

 [.00] دهدیم

 Huber-NMFعنصرمحور که با استفاده از تابع  یکردی: رو

 کندیم جادیو قدرمطلق ا یمربع یخطا انیم یهوبر، تعادل

[00.] 

 Elastic-NMFددهیکشسان ارائه م انیتابع ز کیکه  ی: مدل 

گذار  L2,1و نرم  وسیفروبن انیز نیب وستهیصورت پو به

 [.09] کندیم

 DANMF :مدل  کیNMF ا که ب قیعم یریادگیبر  یمبتن

ا ر یمراتبسلسله یهاشینما ه،یاستفاده از ساختار چندلا

 هیتجز یریرپذیتفس تیخاص حالدرعیناستخراج کرده و 

 [.05] کندیرا حفظ م ینامنف

 DRNMF :مدل  کیNMF در سطح عنصر  یعیاستوار توز

پواسون و  ،ینوفه شامل گاوس یهاعیاز توز یاکه مجموعه

 [.39] دهدیگاما را پوشش م

 SPLNMF :روش استوار  کیNMF  خودگام  یریادگیکه

 یهانهیکرده و با اجتناب از کم بیترک L2,1-NMFرا با 

 [.01] بخشدینامطلوب، مقاومت را بهبود م یمحل

 یبندخوشهنتایج  ۴-3
ی ها بر رومنظور ارزیابی جامع عملکرد روش پیشنهادی، آزمایشبه

های کاربردی متنوعی را داده پرکاربرد که حوزهدوازده مجموعه

تعداد  ازنظرها دادهاست. این مجموعه شدهانجامدهند پوشش می

ی هتوجقابلای دارای تنوع ها و ساختار خوشهها، ابعاد ویژگینمونه

 تیب بستر مناسبی برای سنجش کارایی و قابلیتترهستند و بدین

روش  15کنند. مدل پیشنهادی با فراهم میپیشنهادی  روشتعمیم 

سازی متنوع و بندی که نمایانگر رویکردهای مدلشاخص خوشه

شوند، مقایسه شده عنوان خطوط مبنای قدرتمند شناخته میبه

عات اندارد اطلابندی با استفاده از دو معیار استعملکرد خوشه .است

 شدهارزیابی (ACC) بندیدقت خوشهو  (NMI) شدهمتقابل نرمال

ار داشته و مقادیر قر [0,1] است. مقادیر هر دو معیار در بازه

قداردهی منظور کاهش تأثیر متر بیانگر عملکرد بهتر هستند. بهبزرگ

اولیه تصادفی، هر آزمایش ده بار تکرار شده و میانگین نتایج 

 است. شدهگزارش

 بدون نوفه یهادادهالف: 

ها را بر بندی تمامی روشنتایج عملکرد خوشه 0و  0 یهاجدول

 ACCو  NMI های بدون نوفه برحسب معیارهایروی داده

شود مدل مشاهده می 0از جدول  که گونههمانند. نکگزارش می

بهترین عملکرد را به خود  هادادهر اغلب مجموعهد پیشنهادی

اختصاص داده است. 

 NMIبدون نوفه بر اساس معیار  یهادادهمجموعه(: مقایسه روش پیشنهادی روی ۴جدول )

 Frobenius L2,1 Cauchy EWNMF rCIM Huber Elastic DANMF DRNMF SPLNMF 
DRNMF-

bS 

Yale 0.4597 0.4832 0.4968 0.4712 0.4607 0.4828 0.4756 0.4598 0.5007 0.4802 0.5365 

ORL 0.7975 0.7847 0.7762 0.7964 0.7663 0.7835 0.7956 0.7326 0.7125 0.7413 0.8256 

COIL20 0.7575 0.7655 0.7325 0.7988 0.7538 0.7970 0.7021 0.7345 0.6812 0.7661 0.8021 

MNIST 0.4683 0.4631 0.4559 0.5080 0.4900 0.4470 0.4369 0.4108 0.4896 0.4560 0.4978 

Fashion 0.5230 0.5353 0.5440 0.5297 0.5353 0.5597 0.5155 0.5654 0.5312 0.5024 0.6103 

Seeds 0.6321 0.5735 0.5230 0.5023 0.5595 0.6124 0.4730 0.6501 0.5863 0.5587 0.7145 

Ecoli 0.5358 0.5298 0.5758 0.5024 0.5242 0.5534 0.5008 0.4987 0.5188 0.5951 0.6320 

USPS 0.3894 0.3072 0.3811 0.3687 0.3958 0.3756 0.3574 0.4088 0.3863 0.3663 0.4586 

UMIST 0.6023 0.5975 0.5823 0.5987 0.6080 0.5847 0.6259 0.5956 0.5549 0.5873 0.6423 

OrganA 0.6044 0.6120 0.6272 0.6568 0.6287 0.6041 0.5800 0.6485 0.6124 0.6134 0.6911 

Blood 0.2963 0.3609 0.2822 0.2496 0.2647 0.2402 0.2689 0.3190 0.2996 0.3050 0.3987 

Pneumonia 0.3078 0.3078 0.3333 0.3025 0.2541 0.3079 0.3199 0.3003 0.2969 0.2889 0.3652 
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 ACCبدون نوفه بر اساس معیار  یهادادهمجموعه(: مقایسه روش پیشنهادی روی ۵جدول )

 Frobenius L2,1 Cauchy EWNMF rCIM Huber Elastic DANMF DRNMF SPLNMF 
DRNMF-

bS 

Yale 0.4388 0.4445 0.4377 0.4366 0.4494 0.4323 0.4573 0.4920 0.4321 0.4767 0.5630 

ORL 0.6570 0.6858 0.6725 0.6950 0.6592 0.6040 0.6711 0.5825 0.6002 0.6573 0.7183 

COIL20 0.6662 0.6586 0.6950 06679 0.6085 0.6882 0.6697 0.6521 0.6332 0.6674 0.7586 

MNIST 0.5025 0.5032 0.5270 0.5045 0.4355 0.4857 0.5105 0.4850 0.4875 0.5467 0.5948 

Fashion 0.5785 0.6040 0.5845 0.6145 0.5770 0.5870 0.5600 0.5892 0.5742 0.5123 0.6753 

Seeds 0.8641 0.8329 0.8026 0.8218 0.8076 0.7962 0.8132 0.8224 0.7863 0.7981 0.9234 

Ecoli 0.7516 0.7691 0.7515 0.7729 0.7684 0.7189 0.7960 0.7525 0.7745 0.7330 0.8586 

USPS 0.4619 0.4968 0.4759 0.4468 0.4355 0.4784 0.4082 0.4444 0.4632 0.4636 0.5546 

UMIST 0.4819 0.4793 0.4783 0.4600 0.4967 0.4708 0.4852 0.5313 0.4669 0.4978 0.5274 

OrganA 0.6533 0.6878 0.6757 0.6745 0.6706 0.6657 0.6820 0.7377 0.6623 0.6728 0.7684 

Blood 0.4902 0.4884 0.5136 0.4131 0.4036 0.4416 0.4179 0.4329 0.3812 0.4983 0.5340 

Pneumonia 0.7825 0.7266 0.8062 0.7895 0.7654 0.7712 0.7804 0.7663 0.7348 0.7744 0.8464 

 

اعات برداری مؤثر از اطلاین نتایج بیانگر توانایی بالای مدل در بهره

 DRNMF-bS وجود و یادگیری یک بازنمایی مؤثر است. برتریم

 تر مشهودتر است کههایی با ساختار پیچیدهدادهویژه درمجموعهبه

کردن توزیعی و لحاظ استوارزمان یادگیری دهد ترکیب همنشان می

منجر  ترای دقیقتواند به تفکیک خوشهمی دوتصادفی سازمنظم

شود؛ مشاهده می نیز ACC  روند مشابهی در معیار .شود

ها بالاترین مقادیر دادهمجموعه در اکثر DRNMF-bSه کطوریبه

های دهد که انتسابرا کسب کرده است. این موضوع نشان می

ای حاصل از این مدل از انسجام درونی بیشتر و پایداری خوشه

 بالاتری برخوردارند.

 دارنوفه یهادادهب: 

ر د یشنهادیو استحکام روش پ یداریپا زانیم یابیارز منظوربه

ر حضور د یبندخوشه یویسنار ز،یبرانگو چالش نانهیبواقع طیشرا

نوفه  ،یشیآزما میتنظ نیاست. در ا قرارگرفته موردبررسی زینوفه ن

رت صوبه یلاپلاس و کوش ،یگاوس یهاعیتوز انیشده از ماضافه

هر  یهانمونه ،درنتیجهشده است.  یبردارنمونه یتصادف

 عیاز نوفه آلوده شوند و توز یبه انواع متفاوت تواندیداده ممجموعه

 نیمعلوم. ا شیاست و نه از پ کسانی نه هادادهمجموعه نینوفه ب

وار است یریادگی یواقع فیدهنده تعربازتاب یشیپروتکل آزما

ه ناشناخت عمولاًنوفه م قیدق عیاست؛ چراکه در عمل، توز یعیتوز

 یهاعیاز توز یاهدرمجموعفرض کرد که  توانیبوده و تنها م

 محتمل قرار دارد.

 چیه رایز شود،یم دتشدی هادادهدر  تیعدم قطع ،یطیشرا نیچن در

سازوکار  کی تحت هادادهمجموعه یوجود ندارد که تمام ینیتضم

د موجو یهااز روش یاریباشند. بس قرارگرفتهمشترک  یآلودگ

ثابت  انیده از تابع زاستفا ایبر فرض نوفه همگن  یمبتن یبندخوشه

ن ناهمگ یهانوفهدر مواجهه با  یمحدود ییتوانا درنتیجههستند و 

از  یریگبا بهره یشنهادیو ناشناخته دارند. در مقابل، چارچوب پ

 حیر صرطوبه ان،یز یقیتطب یدهو وزن یعیاستوار توز یبندصورت

 سازوکار امکان نیاست. ا شدهطراحی یناهمگن نیمقابله با ا یبرا

 یهانوفه متفاوت یآمار یهایژگیخودکار مدل با و یسازگار

نوفه فراهم  عیاز نوع توز یبه اطلاع قبل ازیمختلف را بدون ن

نشان  یانوفه طیدر شرا 0و  6جداول  جیکه نتا گونههمان. سازدیم

 افت یاسهیمقا یهاروش رینسبت به سا یشنهادیمدل پ دهد،یم

 نیکه ا کندیرا حفظ م یبالاتر یداریداشته و پا یعملکرد کمتر

 تیریدر مد یشنهادیپ کردیرو یاصل تیو مز ینوآور انگریامر ب

است. یعیتوز یناهمگن
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داده یبندخوشه یبرا  

 NMIبر اساس معیار  یانوفه یهادادهمجموعه(: مقایسه روش پیشنهادی روی 6جدول )

 Frobenius 2,1L Cauchy EWNMF rCIM Huber Elastic DANMF DRNMF SPLNMF DRNMF-bS 

Yale 0.4137 0.4201 0.4099 0.4446 0.4153 0.4280 0.4098 0.4299 0.4002 0.4598 0.5245 

ORL 0.7314 0.7287 0.7125 0.7601 0.7240 0.7251 0.6976 0.7066 0.7136 0.7556 0.8197 

COIL20 0.6922 0.7080 0.7133 0.7369 0.6833 0.6707 0.6855 0.7275 0.6995 0.7124 0.7978 

MNIST 0.4234 0.4004 0.4137 0.3933 0.4010 0.3979 0.4318 0.4067 0.3846 0.4103 0.4754 

Fashion 0.5175 0.5494 0.5234 0.4976 0.5014 0.5137 0.5256 0.5393 0.4996 0.5182 0.6049 

Seeds 0.4453 0.4394 0.5020 0.5201 0.4640 0.5372 0.4516 0.5700 0.5321 0.5674 0.6943 

Ecoli 0.5160 0.4993 0.5132 0.5174 0.5109 0.5057 0.5170 0.5316 0.5112 0.5068 0.6097 

USPS 0.3715 0.3615 0.3519 0.3614 0.3134 0.3209 0.3047 0.3444 0.3612 0.3149 0.4401 

UMIST 0.5941 0.5917 0.6064 0.5587 0.5469 0.5913 0.5328 0.5786 0.5547 0.5494 0.6336 

OrganA 0.5607 0.5640 0.5854 0.5631 0.5009 0.5741 0.5651 0.5090 0.5447 0.6181 0.6870 

Blood 0.2460 0.2573 0.2968 0.2873 0.2831 0.2726 0.2851 0.3043 0.2875 0.2926 0.3843 

Pneumonia 0.2455 0.1981 0.1832 0.2752 0.2519 0.1944 0.2691 0.2374 0.2014 0.2357 0.3657 

 

 ACCبر اساس معیار  یانوفه یهادادهمجموعه(: مقایسه روش پیشنهادی روی 7جدول )

 Frobenius 2,1L Cauchy EWNMF rCIM Huber Elastic DANMF DRNMF SPLNMF DRNMF-bS 

Yale 0.3980 0.4141 0.4424 0.4602 0.4182 0.4182 0.3942 0.4162 0.3546 0.3984 0.5548 

ORL 0.6354 0.6463 0.6488 0.6575 0.6463 0.6687 0.6732 0.4975 0.6177 0.6463 0.7000 

COIL20 0.6701 0.6587 0.6812 0.6438 0.6306 0.6556 0.6576 0.6756 0.5847 0.6256 0.7474 

MNIST 0.4980 0.5207 0.4920 0.5060 0.4953 0.4897 0.5037 0.5350 0.5139 0.5693 0.5820 

Fashion 0.5560 0.5994 0.5880 0.5650 0.5609 0.4975 0.5635 0.5020 0.5054 0.5675 0.6700 

Seeds 0.8078 0.7462 0.7814 0.7971 0.6914 0.8095 0.7762 0.8400 0.7659 0.8637 0.9062 

Ecoli 0.6969 0.7285 0.7150 0.7542 0.7646 0.7455 0.7494 0.7408 0.7321 0.7520 0.8157 

USPS 0.4236 0.4230 0.4627 0.4776 0.4279 0.4297 0.4052 0.4590 0.3902 0.4298 0.5499 

UMIST 0.4367 0.4704 0.5096 0.4765 0.4626 0.4157 0.4835 0.3178 0.4775 0.4991 0.5196 

OrganA 0.5897 0.5757 0.6360 0.5863 0.5467 0.5391 0.6268 0.5655 0.4865 0.5438 0.7175 

Blood 0.4151 0.4162 0.4363 0.4293 0.4211 0.3957 0.4033 0.4698 0.4126 0.4579 0.5241 

Pneumonia 0.7671 0.7701 0.7243 0.7815 0.7987 0.6913 0.7615 0.7423 0.6895 0.7143 0.8372 

 

 t-SNEآزمون  ۴-۴

شده استخراج (𝐻) نهفتههای ، تجسم دوبعدی ویژگی1در شکل  

برای  t-SNE توسط مدل پیشنهادی با استفاده از روش

است.  شدهارائه MNIST و  OrganA،UMIST هایدادهمجموعه

صورت ها در فضای نهفته بهشود، نمونهکه مشاهده می گونههمان

د که اندهی شدههایی نسبتاً منسجم و قابل تفکیک سازمانخوشه

های معنادار برای دهنده توانایی مدل در یادگیری بازنمایینشان

ها کاملاً بندی است. اگرچه مرز میان برخی خوشهاهداف خوشه

 خوبی حفظ شدهها بهکلی دادهآل نیست، اما ساختار شفاف و ایده

 .ی قابل مشاهده استقبولقابلای در سطح خوشهو انسجام درون

و   NMFتوان به ماهیت خطیها را میعدم جداسازی کامل خوشه

 نهیخمسازی ساختارهای غیرخطی و ظرفیت محدود آن در مدل

ها نسبت داد. با توجه به اینکه تمرکز اصلی این پژوهش بر داده

بخش  عهتوستوزیعی بوده است،  استوارو تحلیل تابع زیان  طراحی

بازنمایی و افزایش پیچیدگی مدل در این کار مدنظر قرار نگرفته 

های گیری از نسخهتوان با بهرههای آتی میاست. در پژوهش
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ها را شده مبتنی بر گراف یا خمینه، ساختار هندسی دادهسازیمنظم

 ها در فضای نهفتهتر خوشهواضح بهتر لحاظ کرده و به جداسازی

 .یافتدست

   
 ج ب الف

 الگوریتم پیشنهادی tSNE(: نمودار ۱شکل )

 MNISTج(  UMISTب(  OrganAالف(  

 DRNMF-bSبا  iDRNMFمقایسه  ۴-۵

منظور تبیین جایگاه و نوآوری مدل پیشنهادی، در این بخش به

آن، یعنی  افتهیتوسعه نسخهبا  iDRNMF هیپاعملکرد روش 

DRNMF-bSها بر شود. آزمایشصورت جامع مقایسه می، به

و نتایج با استفاده از دو معیار  شدهانجامداده مجموعه 12روی 

اند. مقادیر شدهارزیابی، NMIو  ACCبندی، یعنی استاندارد خوشه

 اند.شدهارائه 2مربوطه در دو زیرشکل از شکل 

توزیعی در سطح  ستوارابا تکیه بر چارچوب  iDRNMF مدل

های توزیعی قطعیتناهمگن و عدم یهانوفهنمونه، قادر است اثر 

دهی توجهی کاهش دهد. این مدل از طریق وزنرا تا حد قابل

های ناسازگار با توزیع غالب داده را تعدیل ها، نمونهتطبیقی زیان

دهد. ، در برابر انواع نوفه عملکردی پایدار ارائه میدرنتیجهکند و می

آماریِ مقاومت در برابر  جنبهبر iDRNMF  ، تمرکز اصلیحالبااین

 ندسههنوفه است و سازوکار مستقلی برای اعمال قیود ساختاری بر 

ا ه، اگرچه بازسازی دادهدرنتیجهفضای نهفته در اختیار ندارد. 

اما ساختار همسایگی و انسجام  شود،انجام می استوارشکل به

 .گرددصورت صریح کنترل نمیهای نهفته بهسراسری نمایش

تصادفی به -گر دوبا افزودن تنظیم DRNMF-bSدر مقابل، 

توزیعی، یک قید ساختاری قدرتمند بر ماتریس  استوارچارچوب 

گر با واداشتن ساختار کند. این تنظیمنمایش نهفته تحمیل می

تصادفی، توزیعی متعادل از -عایت خاصیت دوارتباطی به ر

بر  هاها ایجاد کرده و از تمرکز نامتوازن وزنها میان نمونهوابستگی

 نهفته، فضای درنتیجهکند. ای محدود جلوگیری میزیرمجموعه

است، بلکه از دیدگاه هندسی نیز استوار آماری  ازنظرتنها حاصل نه

 .دشوپذیرتر میمنسجم، پایدار و تفکیک

ها دادهدر همه مجموعه DRNMF-bS ، مدل2مطابق نتایج شکل 

 بهبود معناداری نسبت به NMI و ACC و در هر دو معیار

iDRNMF  در دو شاخص  زمانهمدهد. این بهبود نشان می

مکمل، بیانگر آن است که ارتقاء حاصل صرفاً یک افزایش عددی 

ار ساخت محدود در دقت برچسبی نیست، بلکه بیانگر بهبود

عبارت دیگر، بندی است. بهاطلاعاتی و کیفیت کلی خوشه

تطابق با  ازنظرهم  DRNMF-bS های تولیدشده توسطنمایش

ای، کیفیت حفظ ساختار خوشه ازنظرهای واقعی و هم برچسب

 .بالاتری دارند

-وگر ددهد که افزودن تنظیماز منظر مفهومی، این نتایج نشان می

 هیالساز اضافی نیست، بلکه یک له منظمتصادفی صرفاً یک جم

 کند. درتوزیعی ایجاد می استوارساختاری مکمل برای چارچوب 

تمرکز دارد، « چه میزان اعتماد به هر نمونه»بر  iDRNMF  کهحالی

DRNMF-bS  ،چگونگی توزیع ساختار ارتباطی در »علاوه بر آن

 کند. این تمایز، ارتقاء مدل را از سطحرا نیز کنترل می« فضای نهفته

یک بهبود پارامتری به سطح یک تقویت ساختاری و مفهومی ارتقاء 

 .دهدمی

داده مجموعه 12در تمامی  DRNMF-bS پایداری الگوی برتری

یژگی تصادفی وابسته به و-گر دوتنظیمنیز حاکی از آن است که اثر 

مشخص نیست، بلکه یک مکانیزم عمومی برای  دادهخاص یک 

آورد. بدین ترتیب، تقویت انسجام نمایش نهفته فراهم می

DRNMF-bS  توزیعیاستوار ضمن حفظ مزایای  iDRNMF ،

تر، هایی متوازنمحدودیت ساختاری آن را برطرف کرده و به نمایش

 .یابدا قدرت تفکیک بالاتر دست میو ب استوارتر

  
 دوتصادفی گرمیتنظ مؤلفه ریتأث(: 2شکل )

دهد که نشان می DRNMF-bS و iDRNMF مقایسه مستقیم

ع ساز به تابتفاوت دو روش صرفاً در اضافه شدن یک جمله منظم

قطعیت آماری را با مسئله عدم iDRNMFشود. هدف خلاصه نمی
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 کند، اما ساختار روابطیادگیری تطبیقی وزن توابع زیان حل می

یرد. گها را ثابت و خارج از فرآیند اصلی یادگیری در نظر مینمونه

ماتریس  زمانهم، این محدودیت با یادگیری DRNMF-bS در

 bS-DRNMFشود. بنابراین، شباهت دوتصادفی برطرف می

را حفظ کرده و یک  iDRNMF مقاومت آماری موجود درقابلیت 

 iDRNMFکند. به بیان ساده، لایه ساختاری جدید به آن اضافه می

در برابر الگوهای مختلف خطای »دهد که به این پرسش پاسخ می

 کهدرحالی، «بازسازی، چه میزان وزن به هر تابع زیان داده شود؟

DRNMF-bS ها روابط میان نمونه» دهد کهعلاوه بر آن پاسخ می

 «در فضای نهفته چگونه باید اصلاح و حفظ شوند؟

 هامولفهمطالعه حذف  ۴-6
های مختلف روش پیشنهادی و ارزیابی منظور بررسی نقش مؤلفهبه

ها در در عملکرد نهایی، مطالعه حذف مؤلفه هاآنسهم هر یک از 

اصلی های است. در بخش نخست، اثر مؤلفه شدهانجامدو سطح 

شود و در بخش دوم، صورت جداگانه بررسی میمدل پیشنهادی به

تأثیر انتخاب مجموعه ابهام در جمله استوار توزیعی مورد ارزیابی 

 .گیردقرار می

 های اصلی مدل پیشنهادیالف: بررسی اثر مؤلفه

های کلیدی در مدل منظور بررسی نقش و سهم هر یک از مؤلفهبه

 Ablation) حذف مؤلفه طالعهم، DRNMF-bSپیشنهادی 

Study)  است. عملکرد  شدهانجامجامع تحت چهار تنظیم مختلف

بر روی پنج  NMIو  ACCبندی بر اساس دو معیار خوشه

و  ORL ،MNIST ،Seeds ،OrganAمعیار شامل  دادهمجموعه

Blood قابل مشاهده است.  3که نتایج آن در شکل  شدهگزارش

 :تهای زیر اسهر ستون در این شکل متناظر با یکی از پیکربندی

ساز حذف شده و منظم یهاجملهدر این حالت، تمامی  :۱تنظیم 

 .یابدتقلیل می توزیعی استوار هیپامدل به فرم 

در این تنظیم، تنظیم گر دو تصادفی بدون اعمال قید  :2تنظیم 

 .شودابستگی به ساختار گراف اولیه یاد گرفته میو

د شونثابت در نظر گرفته می (λ) هادهی زیانضرایب وزن :3تنظیم 

گردد؛ توزیعی غیرفعال می استوارو سازوکار تطبیقی انتخاب زیان 

 .شودایستا تبدیل می چندهدفهمدل به یک چارچوب  درنتیجه

ی هادهی تطبیقی زیانکامل پیشنهادی شامل وزن نسخه: ۴تنظیم 

 سازی دو تصادفی.همراه منظمتوزیعی بهاستوار 

𝛼شایان ذکر است حالتی که در آن  = عملاً تأثیری بر  ازآنجاکه 0

 .ندارد، گزارش نشده است 𝐻ماتریس 

است که آیا  شدهطراحیبررسی این موضوع  باهدفاین مطالعه 

ت از چند تابع زیان اس زمانهمبهبود عملکرد صرفاً ناشی از استفاده 

راف، ها و یادگیری ساختار گیا اینکه سازوکار یادگیری تطبیقی وزن

صورت مستقل و مکمل در عملکرد مدل نقش دارند. هر یک به

شوند می داشتهنگهثابت  λهای طور خاص، در تنظیم سوم، وزنبه

دهی نوز»از اثر « ترکیب چند تابع زیان با ضرایب ثابت»تا اثر 

تقیماً تفکیک شود. بنابراین، این آزمایش مس« بیقی استوار توزیعیتط

توان صرفاً به وجود دهد که مزیت مدل پیشنهادی را نمینشان می

 .چند تابع زیان نسبت داد

-DRNMFشود، مدل کامل مشاهده می 3که در شکل  گونههمان

bS  طور پایدار بهترین عملکرد را در تمامی ( به0)تنظیم

کسب کرده است.  NMI و ACC ها و در هر دو معیاردادهمجموعه

 ستوارادهی تطبیقی وزن زمانهمدهد که تلفیق این نتیجه نشان می

قای ای در ارتکنندهنقش تعیین یدوتصادفسازی توزیعی و منظم

بندی دارد. بهبودهای حاصل در میان کیفیت خوشه

آن است این دو های مختلف پایدار هستند که بیانگر دادهمجموعه

 .کنندافزا ایجاد میمؤلفه اثر مکمل داشته و عملکردی هم

اختصاص دارد؛ هرچند این نسخه  2دوم عموماً به تنظیم  رتبه

دهد، افت عملکرد آن همچنان نسبت به مدل پایه بهبود نشان می

ایجاد  در یدوتصادفنسبت به مدل کامل بیانگر اهمیت اعمال قیود 

، و حفظ یانوفههای لوگیری از تخصیصساختاری پایدار، ج

د دهسازگاری سراسری نمایش نهفته است. این موضوع نشان می

سازی سازی دوتصادفی نقش مهمی در متعادلکه منظم

 .کندپذیری مدل و انسجام ساختاری ایفا میانعطاف

ه خودِ کند کگیرد. این نتیجه تأیید میسوم قرار می رتبهدر  1تنظیم 

تنهایی قادر به بهبود عملکرد از توزیعی نیز بهتوار اسچارچوب 

های توزیعی است. قطعیتناهمگن و عدم یهانوفهطریق مقابله با 

شده های آموختهسازی ساختاری، نمایش، در غیاب منظمحالبااین
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ویژه پذیری کمتری برخوردارند، بهاز قدرت تفکیک

 .پراکندگی بالاهایی با ساختار پیچیده یا دادههدرمجموع

 ACC ترین عملکرد را در هر دو معیارضعیف 3، تنظیم درنهایت

حفظ چندین جمله زیان، ثابت  باوجوددهد. نشان میNMI و

توزیعی را  استوار، سازوکار اصلی یادگیری λ ضرایب داشتننگه

اوت متف یانوفهکند و مانع از انطباق پویا با الگوهای غیرفعال می

تا ایس چندهدفهسازی بهینه مسأله، مدل به یک هدرنتیجشود. می

های قطعیتیابد که توانایی کافی برای مقابله با عدمتقلیل می

که عملکرد این حالت حتی از آن توجهجالبناشناخته را ندارد. 

سازی نادرست دهد مدلتر است که نشان میمدل پایه نیز ضعیف

 .اشدر معکوس داشته بتواند اثتوزیعی میاستوار یا غیرتطبیقیِ 

ای دارد. اگر تبیین نوآوری روش اهمیت ویژه ازنظراین نتیجه 

عملکرد بهتر مدل تنها ناشی از ترکیب چند تابع زیان بود، انتظار 

رفت نسخه دارای ضرایب ثابت نیز عملکردی نزدیک به مدل می

 داشتنگهندهند که ثابت ، نتایج نشان میحالبااینکامل داشته باشد. 

λ توابع  تعداد»شود. بنابراین، عامل مؤثر تنها باعث افت عملکرد می

در چارچوب  هاآننیست، بلکه یادگیری تطبیقی اهمیت « زیان

های ، مقایسه تنظیمحالدرعیناستوار توزیعی نقش اساسی دارد. 

دهد که افزودن گراف دوتصادفی نیز یک مؤلفه مختلف نشان می

بانی ، نتایج تجربی از این دیدگاه پشتیهدرنتیجمستقل و مکمل است. 

کنند که مدل پیشنهادی حاصل یک ترکیب ساده و ایستا از می

اجزای موجود نیست، بلکه از تعامل میان جمله استوار توزیعی 

 .بردتطبیقی و یادگیری ساختار گراف بهره می

  
 در الگوریتم پیشنهادی هامولفه(: تحلیل حذف 3شکل )

 اثر مجموعه ابهام در جمله استوار توزیعیب: بررسی 

مله تر سهم جها و بررسی دقیقمنظور تکمیل مطالعه حذف مؤلفهبه

، یک DRNMF-bSاستوار توزیعی در عملکرد مدل پیشنهادی 

تکمیلی با تمرکز بر ساختار مجموعه ابهام  مؤلفهآزمایش حذف 

سه  زمانهمجای درنظرگرفتن است. در این آزمایش، به شدهانجام

صورت ، فروبنیوس و کوشی، مجموعه ابهام به𝐿1 تابع زیان

تدریجی گسترش داده شد تا مشخص شود افزودن هر تابع زیان 

چه تأثیری بر توانایی مدل در مواجهه با انواع مختلف نوفه دارد. 

لازم به ذکر است که چارچوب استوار توزیعی پیشنهادی به یک 

تواند متناسب با دانش ت و میمجموعه ابهام خاص محدود نیس

های ای از توابع زیان با ویژگیهای مسئله، مجموعهپیشین یا ویژگی

آماری متفاوت را دربرگیرد. در این مطالعه، مجموعه ابهام متشکل 

نماینده در نظر  نمونهعنوان یک ، فروبنیوس و کوشی به𝐿1از

 ترتیبای که این سه تابع زیان بهگونهاست؛ به شدهگرفته

های تنک/لاپلاسی، گاوسی و دارای های متفاوتی از نوفهویژگی

 .دهندهای سنگین را پوشش میدنباله

بر این اساس، هفت پیکربندی مختلف از مجموعه ابهام بررسی 

، فروبنیوس 𝐿1شد. سه پیکربندی نخست تنها از یکی از توابع زیان

های بترکی کنند. در سه پیکربندی بعدی،یا کوشی استفاده می

𝐿1، پیکربندی کامل شامل هر سه تابع زیاندرنهایتدوتایی و  +

𝐹𝑟𝑜 + 𝐶𝑎  ها بر است. تمامی آزمایش قرارگرفتهمورد ارزیابی

و تحت سه سناریوی نوفه گاوسی،  Fashionداده روی مجموعه

و عملکرد مدل با استفاده از معیارهای  شدهانجاملاپلاسی و کوشی 

ACC  وNMI 0گیری شده است. نتایج در جدول اندازه 

ترتیب اند؛ بهترین و دومین بهترین مقادیر در هر ستون بهشدهارائه

 .اندشدهدادهدار نمایش با حروف پررنگ و حروف زیرخط

تر نقش مجموعه ابهام و تبیین چرایی عملکرد برای تحلیل دقیق

اط م است ارتبمختلف، لاز دارنوفهمتفاوت توابع زیان در شرایط 

. در قرار گیرد موردتوجهمیان ویژگی آماری نوفه و شکل تابع زیان 

چارچوب استوار توزیعی، هر تابع زیان متناظر با یک فرض 

، حالبااینمشخص درباره رفتار آماری خطای بازسازی است؛ 

ها معمولاً از پیش مشخص توزیع واقعی نوفه در داده ازآنجاکه

 تواند عملکرد روش را بهع زیان منفرد مینیست، اتکا به یک تاب

تفاده ، اسروازاینیک فرض خاص درباره ساختار نوفه وابسته کند. 

های آماری متفاوت، امکان پوشش از توابع زیان با ویژگی زمانهم

 .کندرا فراهم می یانوفهتری از رفتارهای طیف گسترده

بعی خطای مروس که متناظر با یطور مشخص، تابع زیان فروبنبه

است، با فرض نوفه گاوسی سازگاری بیشتری دارد؛ زیرا در این 
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حالت، خطاهای کوچک و بزرگ بر اساس مربع مقدار خطا در تابع 

سازی خطاهای با توزیع گذارند و این ساختار با مدلهدف اثر می

با رشد خطی نسبت   𝐿1گاوسی مرتبط است. در مقابل، تابع زیان

ساسیت کمتری نسبت به خطاهای بزرگ دارد به قدرمطلق خطا، ح

برای شرایطی که خطاهای بزرگ و پراکنده، مشابه رفتار  روازاینو 

شی تر است. تابع زیان کوتر هستند، مناسبنوفه لاپلاسی، محتمل

نیز به دلیل رشد کندتر نسبت به خطاهای بسیار بزرگ، در مواجهه 

های شدید، حرافهای سنگین و انهای دارای دنبالهبا توزیع

کند. بنابراین، این سه تابع زیان را استواری بیشتری ایجاد می

ا های متفاوتی نسبت به خطاهای بعنوان دیدگاهترتیب بهتوان بهمی

 .سنگین در نظر گرفترفتار گاوسی، لاپلاسی و دنباله

، این ارتباط به معنای آن نیست که در حضور یک نوع حالبااین

ها تابع زیان متناظر با آن توزیع باید عملکرد نوفه مشخص، تن

، تابع زیان مستقیماً در فرآیند NMF  مطلوبی داشته باشد. در مسئله

یادگیری عوامل نهفته و استخراج ساختار داده دخالت دارد و 

و ساختار آلودگی،  شدتبهعملکرد نهایی علاوه بر توزیع نوفه، 

و تعامل میان اجزای مختلف مدل نیز وابسته است.  مورداستفادهداده 

رود ترکیب توابع زیان مکمل بتواند در شرایطی ، انتظار میروازاین

که توزیع واقعی نوفه نامعلوم، ترکیبی یا با فرض اولیه متفاوت 

پذیری بیشتری نسبت به یک تابع زیان منفرد ایجاد باشد، انعطاف

 .کند

ها و مقایسه این پیکربندی 0جدول  بررسی تجربی این موضوع در

کند: نخست، اینکه آیا هر امکان بررسی دو موضوع را فراهم می

ت های آماری خود مزیمتناظر با ویژگی دارنوفهتابع زیان در شرایط 

نسبی دارد؛ و دوم، اینکه آیا گسترش مجموعه ابهام و فراهم کردن 

ا در د عملکرد مدل رتوانامکان انتخاب تطبیقی میان توابع زیان می

 .مختلف بهبود دهد یانوفهبرابر شرایط 

 DRNMF-bS های مختلف نوفه در(: تحلیل اثر مجموعه ابهام و توابع زیان متناظر با توزیع8جدول )

 
Gaussian Laplacian Cauchy 

Acc NMI Acc NMI Acc NMI 

1L 0.5908 0.5813 0.5944 0.5855 0.5600 0.5447 

Fro 0.6057 0.5905 0.5812 0.5604 0.5532 0.5301 

Ca 0.6313 0.6005 0.6027 0.5846 0.5714 0.5497 

+Fro1L 0.6211 0.6117 0.6180 0.5963 0.5841 0.5733 

+Ca1L 0.6354 0.6032 0.6235 0.6030 0.6255 0.5844 

Fro+Ca 0.6528 0.6089 0.6133 0.5921 0.5902 0.5806 

+Fro+Ca1L 0.6854 0.6438 0.6512 0.6330 0.6191 0.6164 

 

دهد که هیچ تابع زیان منفردی در تمام نشان می 0نتایج جدول 

طور یکنواخت بهترین عملکرد را ندارد و عملکرد به یانوفهشرایط 

شود. تر در بسیاری از موارد با ترکیب توابع زیان حاصل میمطلوب

های ویژه، با گسترش مجموعه ابهام از یک تابع زیان به ترکیببه

وس و کوشی، ی، فروبن𝐿1 دوتایی و سپس مجموعه کامل شامل

رای یابد. بوفه بهبود میعملکرد کلی مدل در سناریوهای مختلف ن

وس را یهایی که تابع فروبننمونه، در شرایط نوفه گاوسی، ترکیب

در شرایط نوفه  کهدرحالیگیرند عملکرد رقابتی دارند، دربر می

 ،همچنینها عموماً مفیدتر است. در ترکیب 𝐿1 لاپلاسی، حضور تابع

بهام ادر شرایط نوفه کوشی، افزودن تابع زیان کوشی به مجموعه 

وابع های آماری تکند. این رفتار با ویژگیبه بهبود عملکرد کمک می

دهد که هر تابع زیان بخشی متفاوت زیان سازگار است و نشان می

 .دهدقطعیت مربوط به نوفه را پوشش میاز فضای عدم

، مزیت مجموعه ابهام پیشنهادی صرفاً از افزایش تعداد درنتیجه

ه های مربوط ب، بلکه از تنوع فرضیهشودتوابع زیان ناشی نمی

شود. ناشی می هاآندهی تطبیقی ساختار نوفه و امکان وزن

طور قطعی مشخص ، زمانی که نوع نوفه از پیش بهدیگربیانبه

نیست، مدل مجبور نیست خود را به یک فرض آماری خاص 

تواند اهمیت نسبی توابع زیان موجود محدود کند؛ بلکه می

هام را متناسب با شرایط داده تعیین کند. این ویژگی، ه ابدرمجموع

نهادی پیش درروشمبنای اصلی استفاده از چارچوب استوار توزیعی 
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و یکی از دلایل اصلی برتری مجموعه کامل توابع زیان در مقایسه 

 .تابعی و دوتایی استهای تکبا پیکربندی

 DRNMF-bS دهد که عملکرد، این آزمایش نشان میدرمجموع

صرفاً ناشی از استفاده از یک تابع زیان استوار خاص نیست. در 

عوض، تشکیل یک مجموعه ابهام متشکل از توابع زیان مکمل، 

های احتمالی نوفه را در اختیار چارچوب تری از مدلفضای وسیع

واند تدهی تطبیقی میدهد و سازوکار وزناستوار توزیعی قرار می

ناسب با شرایط داده تعیین کند. اهمیت نسبی این توابع را مت

بنابراین، نتایج این مطالعه حذف مؤلفه، در کنار آزمایش حذف 

مربوط به اجزای اصلی مدل، شواهد تجربی بیشتری در  مؤلفه

-DRNMF های پیشنهادیحمایت از نقش مستقل و مکمل مؤلفه

bS کندفراهم می. 

 تحلیل حساسیت پارامترهای تنظیمی ۴-7
بررسی حساسیت عملکرد روش پیشنهادی نسبت به منظور به

های تکمیلی بر روی دو ، آزمایشβ  و α پارامترهای تنظیمی

انجام شد. برای این منظور، عملکرد  USPS و Bloodداده مجموعه

بررسی  15در بازه صفر تا  β و α های مختلفروش برای ترکیب

ارزیابی شد. نتایج این  ACC و NMI و با استفاده از دو معیار

های است. در این شکل، رنگ شدهارائه 0آزمایش در شکل 

تر رههای تیدهنده مقادیر بالاتر معیار ارزیابی و رنگتر نشانروشن

مقادیر هر زیرشکل  ازآنجاکهتر هستند. دهنده مقادیر پاییننشان

ه ایساند، مقصورت مستقل در بازه کمینه تا بیشینه نرمال شدهبه

های مختلف مدنظر نیست و تحلیل بر شدت رنگ میان زیرشکل

 .شوداساس تغییرات عملکرد در هر زیرشکل انجام می

داده شود، در هر دو مجموعهمشاهده می 0که در شکل  گونههمان

 β و α ، مقادیر بسیار کوچکACC  و NMI و برای هر دو معیار

ها افزایش این پارامترتری همراه هستند. با عموماً با عملکرد ضعیف

یه با و یک ناح بهبودیافتهاز مقادیر نزدیک به صفر، عملکرد روش 

، حالبااینگیرد. شکل می β و α عملکرد بالاتر در مقادیر میانی

ند و در کپارامترها نیز بهبود مستمری ایجاد نمی ازحدبیشافزایش 

تخاب نبرخی نواحی با کاهش نسبی عملکرد همراه است. بنابراین، ا

، در مقایسه با مقادیر بسیار کوچک یا β  و α مقادیر میانی برای

 .تر استبسیار بزرگ، عموماً مناسب

به یک ترکیب منفرد و  0، ناحیه عملکرد بالاتر در شکل همچنین

محدود نیست، بلکه در اطراف مقادیر میانی،  β و α بسیار باریک از

د. این شوسب مشاهده میهای مناای نسبتاً گسترده از ترکیبناحیه

 کهدرحالیمشهود است،  USPS دادههدرمجموعویژه ویژگی به

ناحیه عملکرد بالا نسبتاً متمرکزتر است. این  Blood دادههدرمجموع

  β و α دهد که اگرچه عملکرد روش به مقادیرمشاهده نشان می

وابسته است، این وابستگی در اطراف ناحیه مناسب شکننده نیست 

ییرات محدود در این پارامترها لزوماً به افت شدید عملکرد و تغ

پوشانی نسبی نواحی با عملکرد شود. از سوی دیگر، هممنجر نمی

 دهد که انتخاب مناسبنشان می ACC و NMI هایبالاتر در نقشه

α و  β تر به عملکرد مطلوب زمانهم، در هر دو معیار به شکل

شود و نیازی نیست تا برای هر معیار مقادیر متفاوت روش منجر می

 .برای هر پارامتر در نظر گرفته شود

دیر تر در نواحی متناظر با مقادیگر، عملکرد ضعیف توجهقابلنکته 

هر دو پارامتر صفر  کههنگامیاست.  β و α صفر یا بسیار کوچک

ظیمی متناظر در تابع هدف عملاً از بین های تنهستند، اثر مؤلفه

یکی از پارامترها صفر یا بسیار کوچک باشد،  کههنگامیرود و می

 شود.شدت تضعیف میسهم مؤلفه متناظر به

  

  
 ب الف

(: تحلیل حساسیت عملکرد روش پیشنهادی نسبت به ۴شکل )

 Bloodهای الف( دادهبر روی مجموعه β و α پارامترهای تنظیمی

 USPSب(
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ها عمدتاً با نواحی دهد، این حالتنشان می 0طور که شکل همان

 زنظراتر همراه هستند. این مشاهده عملکرد پایین درنتیجهتر و تیره

ست؛ راستا اها در بخش قبل هممفهومی با نتایج مطالعه حذف مؤلفه

های کلیدی ها نیز کاهش یا حذف مؤلفهدر مطالعه حذف مؤلفه

روش پیشنهادی موجب افت عملکرد شده بود. بنابراین، نتایج 

عنوان شواهد مکملی در تأیید اهمیت توان بهرا می 0شکل 

ها ر نتایج مطالعه حذف مؤلفههای تنظیمی پیشنهادی در کنامؤلفه

 .در نظر گرفت

 تحلیل همگرایی ۴-8
-DRNMFتر رفتار همگرایی مدل پیشنهادی منظور بررسی دقیقبه

bS )اد تعد برحسب، روند تغییرات مقدار تابع هدف )یا نرخ خطا

تکرار  355طی  UMIST و Yale دادهمجموعهتکرارها بر روی دو 

های حاصل برای هر است. منحنی شدهارائه 0محاسبه و در شکل 

 .کنندداده از الگوی رفتاری مشابهی پیروی میدو مجموعه

تکرار  35، مقدار خطا در تکرارهای ابتدایی تا حدود 0مطابق شکل 

صورت یکنواخت به ازآنپسکند و افزایش ملایمی را تجربه می

شود. این به یک مقدار پایدار همگرا می درنهایتو  یافتهکاهش

ت صورسازی مدل بهتوان با توجه به ساختار بهینهفتار را میر

 .تحلیلی تبیین کرد

سازی غیرمحدب و چندهدفه بهینه مسألهیک  DRNMF-bS مدل

هی دکند که در آن، متغیرهای نمایش نهفته و ضرایب وزنرا حل می

شوند. در هر مرحله، روزرسانی میتناوبی به صورتبه (λ) هازیان

شود یمربوطه حل م رمسألهیزر نظر گرفتن سایر متغیرها، با ثابت د

که منجر به کاهش مقدار تابع هدف نسبت به همان بلوک متغیرها 

صورت تطبیقی و وابسته به λ ضرایب ازآنجاکه، حالبااینگردد. می

ع شوند، مقدار تابروزرسانی میبه یانوفهبه ساختار داده و الگوهای 

هدف کلی در تکرارهای ابتدایی ممکن است دچار نوسان 

 .مدت شودکوتاه

تر، در مراحل اولیه متغیرهای فضای نهان در نزدیکی عبارت دقیقبه

هنوز به نزدیکی نقطه  λ ضرایب مقادیر تصادفی اولیه هستند و

وی متغیرهای وجاند و مدل در حال جستتعادل بهینه نرسیده

های مختلف زیان ها میان مؤلفهفضای نهان و توزیع مناسب وزن

 تواند موجب افزایش موقتی مقداراست. این بازتنظیم تطبیقی می

زیان در حال بازتعریف است.  مؤلفهخطا شود، زیرا سهم نسبی هر 

وجوی خود را به سمت نواحی مدل در این فاز، فضای جست

 تواندیمکند؛ فرآیندی که عی نوفه هدایت میسازگارتر با توزیع واق

 .مدت همراه باشدبا نوسانات کوتاه

تکرار(،  35پس از تثبیت نسبی ضرایب تطبیقی )تقریباً پس از 

شوند. در این مرحله، های تناوبی وارد فاز پایدار میروزرسانیبه

روزرسانی موجب کاهش یکنواخت مقدار تابع هدف هر گام به

 جاکهازآنشود. ایستا همگرا می نقطهیتم به سمت یک شده و الگور

 bi-stochastic سازیتابع هدف تحت قیود نامنفی بودن و منظم

کراندار از پایین است، و هر زیرمسأله نیز کاهش موضعی ایجاد 

کند، توالی مقادیر تابع هدف در فاز اصلی الگوریتم نزولی و می

 .همگرا است درنتیجهکراندار بوده و 

شده در هر دو حائز اهمیت آن است که رفتار مشابه مشاهده نکته

دهد که این الگوی نشان می UMIST و Yale دادهمجموعه

خاص نبوده و ناشی از سازوکار درونی  دادههمگرایی وابسته به یک 

 رحلهمعنوان توان بهمدل است. بنابراین، افزایش موقتی اولیه را می

 کاهش یکنواخت کهدرحالیر کرد، ها تفسیتنظیم تطبیقی وزن

 ستواراو همگرایی به یک جواب  ، بیانگر پایداری الگوریتمازآنپس

 .و ساختاریافته است

  
 ب الف

ب(  Yale(: نمودار همگرایی خطای بازسازی الف( ۵شکل )
UMIST 

 تحلیل زمان اجرای الگوریتم ۴-9

ارزیابی هزینه محاسباتی عملی روش منظور در این بخش به

-3ش شده در بخپیشنهادی و تکمیل تحلیل پیچیدگی نظری ارائه

ای بر روی هر های مقایسهبا روش DRNMF-bS ، زمان اجرای0

است.  شدهگزارشثانیه  برحسبگیری و داده اندازهمجموعه 12

اند. مطابق جدول، زمان اجرای روش شدهارائه 9نتایج در جدول 

های مختلف متناسب با اندازه و پیچیدگی دادههدرمجموعیشنهادی پ

 های کوچک ماننددادهکه برای مجموعهطوریکند؛ بهداده تغییر می
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Seeds و Ecoli ثانیه و برای  5٫36و  5٫21ترتیب تنها به

 02٫0ترتیب به Blood و OrganAمانند تر های بزرگدادهمجموعه

روند با تحلیل پیچیدگی محاسباتی روش ثانیه است. این  30٫6و 

 روزرسانی عواملسازگار است، زیرا علاوه بر عملیات مربوط به به

NMF روزرسانی ماتریس شباهت دوتصادفی های نمونه، بهو وزن

ها، شود. بنابراین، با افزایش تعداد نمونهنیز در هر تکرار انجام می

های دهداهدرمجموعو  تهیافافزایشهزینه مربوط به مؤلفه گراف نیز 

 .دهدتر سهم بیشتری از زمان اجرا را به خود اختصاص میبزرگ

به دلیل ترکیب یادگیری  DRNMF-bS ای، اگرچهاز منظر مقایسه

استوار توزیعی با یادگیری تطبیقی گراف، زمان اجرای بیشتری 

 به شکل چشمگیری مثالعنوانبهدارد، اما  هیپاهای نسبت به روش

است. اجراشده DRNMF تر ازسریع

 مجموعه داده )ثانیه( ۱2بر روی  یاسهیمقا یهاروش(: مقایسه زمان اجرای الگوریتم پیشنهادی با سایر 9جدول )

Dataset Frobenius L2,1 Cauchy EWNMF rCIM Huber Elastic DANMF DRNMF SPLNMF DRNMF-bS 

Yale 0.129 0.162 0.161 0.168 0.178 0.589 0.163 1.81 0.601 0.338 0.216 

ORL 0.745 0.931 0.824 0.779 0.934 1.82 1.01 4.46 3.20 1.09 1.97 

COIL20 1.80 1.93 1.92 1.95 2.14 2.89 2.26 5.73 7.29 2.41 3.05 

MNIST 0.507 0.597 0.563 0.648 0.743 1.08 0.702 3.78 2.31 0.98 0.93 

Fashion 0.420 0.611 0.529 0.669 0.741 1.05 0.728 2.86 2.29 0.94 1.12 

Seeds 0.052 0.070 0.068 0.074 0.081 0.245 0.076 0.65 0.49 0.19 0.21 

Ecoli 0.085 0.112 0.111 0.118 0.127 0.356 0.124 0.92 0.68 0.29 0.36 

USPS 0.332 0.421 0.405 0.438 0.481 0.985 0.512 2.46 1.86 0.74 0.76 

UMIST 0.266 0.347 0.341 0.354 0.389 0.841 0.405 2.01 1.44 0.62 0.65 

OrganA 15.50 20.55 21.54 20.65 25.19 35.21 25.15 44.9 82.2 32.5 42.7 

Blood 12.42 17.25 18.56 17.53 21.61 31.08 20.21 38.7 69.7 27.1 38.6 

Pneumonia 2.38 3.10 3.05 3.18 3.45 6.89 3.55 11.8 9.62 4.72 5.16 

 و کارهای آینده یبندجمع -۵

ساز نتایج این پژوهش نشان داد که ترکیب استواری توزیعی با منظم

ورت صتواند مقاومت و کیفیت نمایش نهفته را بهدوتصادفی می

دهد که مزیت روش مکمل بهبود دهد. تحلیل نتایج نشان می

؛ از چند تابع زیان نیست زمانهمپیشنهادی صرفاً ناشی از استفاده 

امکان سازگاری سهم توابع زیان  λ ایهبلکه یادگیری تطبیقی وزن

ز سامنظم کهدرحالیکند، با وضعیت خطای بازسازی را فراهم می

ش ها، ساختار نمایدوتصادفی با تقویت انسجام روابط میان نمونه

ها و مقایسه دهد. نتایج مطالعه حذف مؤلفهرا بهبود می

کنند و های مختلف توابع زیان نیز این تفسیر را تأیید میمجموعه

دهند که عملکرد مطلوب حاصل تعامل این دو سازوکار نشان می

ه ویژه در مقایساست. پایداری عملکرد در شرایط مختلف نوفه، به

هایی که به یک مدل نوفه مشخص متکی هستند، با روش

دهنده مزیت اصلی چارچوب پیشنهادی در مواجهه با نشان

 .قطعیت نوع نوفه استعدم

بهبود با افزایش هزینه محاسباتی همراه است که  در مقابل، این

های عمدتاً ناشی از یادگیری ساختار دوتصادفی است و در داده

، مچنینهپذیری تبدیل شود. تواند به یک چالش مقیاستر میبزرگ

عملکرد روش همچنان به انتخاب مناسب مجموعه توابع زیان و 

ا وش پیشنهادی رپارامترهای تنظیمی وابسته است. بنابراین، ر

توان رویکردی دانست که در ازای هزینه محاسباتی بیشتر، می

پذیری بیشتری در یادگیری نمایش فراهم مقاومت بالاتر و انعطاف

کند؛ سازشی که در نتایج تجربی این پژوهش عموماً به نفع روش می

 .پیشنهادی بوده است

محور و صورت دادهعه مجموعه ابهام بههای آینده، توسدر پژوهش

های تر نوفه، طراحی نسخهقابل انطباق با الگوهای پیچیده

های پذیرتر برای یادگیری گراف، و تعمیم چارچوب به دادهمقیاس

، همچنینقرار گیرد.  موردبررسیتواند چندنما و چندوجهی می

ی و ترکیبهای تری مانند نوفهبینانهارزیابی روش در شرایط واقع

ر اثر تهای ناقص و تغییر توزیع، در کنار مطالعه دقیقناهمگن، داده



 

 251 

 ۱۴۰۵ستان پاییز و زم، دومسال چهارم، شماره . ماشینی های نظری و کاربردی هوشپژوهش

 

 

 یساز گراف دوتصادفبر منظم یمبتن یعیاستوار توز ینامنف یسیماتر هیتجز دیروش جد کی

داده یبندخوشه یبرا  

سازی بر نقاط ایستای حاصل، از مقداردهی اولیه و مسیر بهینه

.مهم برای ادامه این پژوهش هستند مسیرهای
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Abstract 
 

Article Information 

Nonnegative Matrix Factorization (NMF) is a widely used technique 

for nonnegative data representation learning and clustering. 

However, most existing NMF methods assume a predefined noise 

distribution, leading to degraded performance on real-world data 

contaminated by unknown, heterogeneous, or mixed noise. To 

address this limitation, we propose a novel framework, termed 

Distributionally Robust Nonnegative Matrix Factorization with a bi-

Stochastic Graph Regularizer (DRNMF-bS). The proposed method 

is built upon an instance-wise distributionally robust NMF model, 

where the objective function is formulated as an adaptive 

combination of multiple loss functions associated with different noise 

distributions and optimized through a min–max problem over a 

probabilistic ambiguity set. This formulation enables adaptive 

learning of loss weights, allowing dynamic adaptation to diverse 

noise conditions while improving robustness against a broad range of 

noise distributions and their mixtures. Furthermore, a bi-stochastic 

graph regularizer is incorporated to exploit the intrinsic geometric 

structure of the data by jointly learning an adaptive similarity matrix. 

An efficient iterative optimization algorithm with guaranteed 

objective descent is developed. Extensive experiments on 12 

benchmark datasets against 10 representative NMF-based methods 

demonstrate superior clustering accuracy, robustness to noise, and 

generalization performance. 
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